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ANNALI 

DI MATEMATICA 

PURA ED APPLICATA 



IL DETERBONÀNTE DI STLVESTER ED IL RISULTANTE DI EULERO. 

NOTA 
DEL PROF. OTTO HESSE. 



È nolo che il risullante di Eulero di due equazioni algebriche ad una incognita 
è eguale al determinante Bezout-Sylvester. Questa nota non è tanto dedicata a dare 
una nuova dimostrazione di questo fatto, quanto a mostrare come 1* una espressione 
può essere ridotta all'altra col soccorso di noti teoremi dei determinanti. 

Se : 

I f(x) = tto -♦- a, « H- .... -♦- o» «* = 

(i) 

( t^(x) = òo H- ^i « -♦- •••• -H ft» a* = 

sono due equazioni che sussistono contemporaneamente per qualsivoglia valore dell' 
incognita x si hanno con esse le seguenti : 

( /(«) = , xf(x) = , .... x^'^Jlx) = 

(2) 

( (f(x) = , x<9{x) = , .... ar^^<f{x) = 0. 

Se in queste equazioni si considerano le varie potenze dell'incognita come altrettante 
nuove incognite, si hanno equazioni lineari il cui numero supera di una unità quello 
delle incognite. Il risultato dell'eliminazione delle nuove incognite sarà una equazione: 

(3) S = 

fra i coefficienti delle (1), la quale sussisterà colle (1) medesime. 

il primo membro di questa equazione (determinante di Sylvester) è quindi com- 
posto dei coefficienti delle potenze 0, 1, 2, . . .. dell'incognita « nelle m + n equa- 
zioni (2). determinante dell'ordine m -^n t 
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(4) s = 2d=«>i«:;*::l 

diventa il primo membro della (3) qualora si stabilisca che : 

(5) <= a,_^ per r = 0, 1, .... (n — 1) 

(6) a; = ò„^,_r per r = n, {n -h i), .... (n -+- m — 1) 

e che si annullino tutti quegli elementi a^ i quali per le (5) (6) non assumono gli 
indici dei coefficienti delle equazioni (1). 

Porrò ora in relazione il determinante cosi rappresentato col determinante usato 
molte volte da Borchardt: 



B = 



«O «I 



«a 



• • *«— 1 



*»— I *!»•••• ^JA— a 



collo Stabilire che s^ esprima la somma delle potenze k"*"' delie n radici dell'equa- 
zione f (x) = 0. Anche questo determinante lo considero come un determinante dell' 
ordine m + n : 



(7) 



B=2-*«*' ^^--' 



supponendo : 
(8) 

(9) 



^rl = V+K 



per 



r' = 0, 1, .. . (n — 1) 



6]|^ = , b'If^'i per r'= n, (n-H 1), . . . . (n -+- m — 1) 



e''» = a*" ò*^ -H a*" ò*^ -H . . . . H- a*"^ T^ 



Se ora si pone : 

(10) 
il determinante : 

(11) c=2rtc:c;....c::i; 

diventa, come è noto, eguale al prodotto dei due precedenti» in modo die si ha : 

(12) C = SB. 

Rappresentiamo ora effettivamente gli elementi di questo nuovo determinante. Gonsi- 
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deriamo dapprima gli elementi c^^nei quali r, r hanno i valori 0, 1, ... . n •— 1. 
Per questi valori, rammentando le (5), (8), la (10) si presenta sotto la forma : 

ossia : 

C^j =■= Aq Sr^ft -+- fli *r+r'^.l i" • • • • "T" ^m ^r+H-^im 

la quale espressione si può rappresentare più brevemente nel modo seguente : 

(13) CH=2«^''y(*) 

il segno somma torio riferendosi alle radici delfequazione (f{x) = 0. 

Rappresentiamo in secondo luogo gli elementi c^ del determinante C pel caso che 
r' sia eguale a 0, 1, .... n — 1 ed r = n, n -+- 1 . . • . n-h m — 1. In questo 
caso sussistono le equazioni (6) (8) e quindi si ha : 

e siccome tutte le b con indici negativi sono nulle, come tutte le b il cui indice e 
più grande di n, si otterrà : 

la quale espressione può rappresentarsi nel modo seguente: 

ed è evidentemente eguale a zero. 

Dunque si annullano tutti gli elementi c^r del determinante G nei quali r' sia 

eguale a 0, 1 {»— 1) edr = n, n-f-l....n-H m— 1. Il determinante 

G si decompone quindi nel prodotto di due determinanti : 

(U) c=2 ± ci e;.... CI -2 ± c:c;.... c::r;- 

Rimangono in terzo luogo a considerarsi gli elementi c^ pel caso in cui tanto r che 
r' abbiano i valori n, n -f- 1 . . . n -f- m — 1. Per le (9) si annullano nell'espres- 
sione (10) tutte le b ad eccezione della sola òp la quale è eguale ad uno, si ha 
quindi 



<^H = flrf 



o per la (6) : 
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Sarà quandi c^ eguale a zero ogni qualvolta r^>r. Perciò nel delenninanle 

2-4- /»" /»"+' /»*+!— « 

— *^J» *^II^.I • • • • *^«+»,— , 

scompajono tutti gli elementi da una banda della diagonale, ed il determinante stesso 
diviene, per un noto teorema, il prodotto di tutti gli elementi della diagonale, ognuno 
dei quali è eguale a ò„ . Il valore del detto determinante é quindi ò^. Se si pone 
questo valore nella (14) si ha : 

(15) c = trj 

ossia per le (12) (13) : 






«— I 



(16) S.B == bT 



Ora se con jDi , o^a . . . d;« si indicano le radici dell'equazione <f{x) = , il deter- 
minante del secondo membro di quest'ultima equazione è eguale al prodotto dei due 
determinanti : 



• • • Xm 



xT' «T' " ' air' 



«i/(«i) «ay{«a) . . • . ««y{«») 



r'M) «r"y(a?a) ... - ,«;"*yi»j 



e siccome indicando con fi il primo di essi, il secondo è evidentemente eguale a 

M««) yi«a) • • • yi««) 

la (16) darà : 

sB = ò:(3'y(»jx».).../(«,) 

ossia per essere ^*«=> B : 

s = KA»t) yi«a) . . . /(««)• 

Dunque il determinante di Sylvester è eguale al risultante di Eulero qualora i coef- 
ficienti delle più alte potenze della incognita nelle due equazioni sieno eguali all'umtàr 

Heidelberg. iS. Ottobre 1858. 
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COMPOSEQONE DI UNA FUNZIONE BIQUADRATICA , ED A QUATTRO INDETERMINATE , 

LA QUALE MOLTIPLICATA PER UN* ALTRA FUNZIONE SOMIGLIANTE, 

PRODUCA UNA NUOVA FUNZIONE EGUALMENTE SOMIGLIANTE. 

NOTA 

DEL PROF. BARIVABA TORTOUIVI. 



1! Per quanto io sappia Lagrange si è più di lutti occupato nella formazione 
di quelle funzioni, che possono dirsi somigliami, quali cioè moltiplicate fra di loro 
producono un'altra funzione della medesima forma : si può consultare su quest' og- 
getto l'addizione fatta dallo stesso Lagrange all'algebra di Eulero voi. 2? pag. 469 
e seg. Paris 1810; in appresso anche Legendre nel secondo voi. della Théorie dea 
nombres 3* Edit. 1830 si occupa dello stesso argomento pag. 134 riportando quasi 
per intero l'analisi di Lagrange: ambedue i geometri hanno estese le loro ricerche 
fino alle funzioni cubiche ternarie, e la sola lunghezza dei calcoli è ciò che li ha di- 
simpegnati dal progredire più oltre. A dir il vero il problema considerato anche in 
tutta la sua generalità per n indeterminate , e dell'ordine n'"'^ si riduce all' elimi- 
nazione di un'incognita fra due equazioni o dello stesso grado, o di grado differente, 
e tutta la difficoltà consiste nella scelta più o meno agevole dei differenti melodi di 
eliminazione. Quando nell'eliminazione si voglia far uso delle funzioni simmetriche, 
generalmente l'operazione riesce assai lunga, a meno che un qualche artificio parti- 
colare la renda più breve : Lagrange, e Legendre hanno fatto sempre uso delle fun- 
zioni simmetriche tanto per le funzioni quadratiche binarie, quanto per le cubiche 
ternarie : anche io in questa breve nota mi prefiggo di calcolare la funzione biqua- 
dratica quaternaria per mezzo delle funzioni simmetriche, le quali però saranno tutte 
d'indice semplice, ed apparterranno a tre particolari equazioni, due delle quali sono 
di quarto grado, ed una di terzo. 

2T Richiamo di volo, che se a, |3 siano le radici dell'equazione di secondo grado 

ax^-h te -H e = 
il prodotto 

sarè una foniione quadratica binaria, vale a dire 

F = aV*— ahrq •+• cq^a. 
Essa verrebbe a coincidere con la risultante delle due equazioni 

0**4- te H- e = , px*-h qx-h r= 

Tom. II. N! I. 1859. 2 
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per la supposizione di p ssQ; potrebbe aaebe dirsi cbe trasformaBdoreqwoìoBe di 
secondo grado 

ax^-h òa? H- € = 
per mezzo della sostituzione 

If = r H- 9» 

l'ultimo termine della trasformata in y^ sarà la funzione F : il che si nduce eviden- 
temente alla trasformata di Tischirnaus ; la funzione F binaria quadratica appartiene 
alle funzioni somigliami, vale a dire, che moltiplicata per la nuova funzione 

a*r\ —abr^ 9i H-cgfa 

produce una funzione della stessa forma; come può vedersi nei citati scritti di La- 
grange e Legendre. 

3? Venendo alle funzioni cubiche; si conosce la risultante di due equazioni di 
terzo grado : se Tequazìoni fossero 

aa^-+- te*-|- ca? H- d = , pa5^-4-g«*-4- rx-h 8 = 

la funzione cubica ternaria somigliante sarebbe il valore della risultante per p=0 , 
e le indeterminate con le quali si comporrebbe la detta funzione sarebbero, q, r, s, 

11 Sig. F. Faà Di Bruno ha riportato per esteso l'espressione di questa risultante 
nel tom. 6? de'miei ÀnnaU pag. 416. an. 1855, per cui fatto ivi p = si desume 
l'espressione della forma cubica ternaria rispetto alle indeterminate q^ r, $, Facendo 
perciò uso delle funzioni sinunetriche, come fecero Lagrange e LegendrCf sarebbe lo 
stesso che calcolare il prodotto dei tre trinomi 

S'+'ra^qa*^ « ^- i^ 4. g(3* , 8 ^ Ty -h qy^ 

ove a, 13, 7 sieno le radici dell'equazione 

aa^-h bx*-h cx-h d = 

Volendo poi sempre riportare questo problema alla trasformata di TischimaOs , sa- 
rebbe lo stesso dire, che data l'equazione 

aa^-h bx^-h cflc -I- d = 
ed adoprata la sostituzione 

y = s-h qx -h rx^ 

l'ultimo termine della nuova equazione in y di terzo grado rappresenterà la nominata 
funzione cubica ternaria. 

4? Venendo adunque alle funzioni biquadratiche, è stata calcolata, ed è cognita 
la risultante di due equazioni complete del quarto grado: lo stesso Sig. Cav. F, Faà 
Di Bruno ha riportato nel citato luogo de'miei ÀnnaU per esteso tutti i termini di 
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questa risullanle, la quale è una funzione dei dieci coefficienti delle due equazioni 

ax^-h bx^-h eoe' -4- (te 4- e = , /mc*-4- g«'-f- r«*4- sx -h t = 

Se ivi pongasi p = 0^ la somma dei termini che restano , rappresenta la funzione 
biquadratica delle quattro indeterminate g, r, s, I. Qui pure il metodo ò generale , 
cioè che se per l'equazione del quarto grado 

ax^-h bx?-h caj*-+- <te -h e = 

pongasi la sostituzione di TischimaùSj 

y = i -h sx -{- rx*-^ qx^ 

l'ultimo termine della nuova equazione di quarto grado in y , sonuninistrcrà la fun- 
zione ìnquadradca rispetto alle quattro indeterminate t, 8, r, q : questa funzione mol- 
tiplicata per altra della stessa forma produce una funzione somigliante : non volen- 
dosi discostare dalle funzioni simmetriche, la funzione omogenea in proposito è il pro- 
dotto dei quattro qualrinomi 

H- «a 4- ra"-4- qa^ , | -|- «p -|- r^^ qfi^ 

t -{- sy -h ry^-h qy* 9 t -h $9 -h rè^-h q^^ 

ove a, ^, 7, d siano le radici dell'equazione 

iwj*H- ba?-h ca;*-f- (te H- e = 0. 

Ora questo è quello che io mi propongo di sviluppare in questa nota , non inten- 
dendo già di riportare questo risultato qual cosa nuova , ma solamente di porre in 
vista, come i coefficienti delle potenze omogenee delle quattro indeterminate possano 
essere rappresentate da funzioni simmetriche di solo indice semplice riferite a tre par- 
ticolari equazioni, una di terzo, e due di <]uarto grado. 

5? Per uniformarci alle notazioni di già iu uso siano x, y, z, 11 le quattro in- 
determinate, e sia 

P*-f- Af)'-+- Bp*-+- Cp -4- D = 

l'equazione del quarto grado della quale le radici siano a, |3, 7, d, e proponiamoci di 
formare il prodotto dei quattro quatrinomi 

« -I- «y -I- «*z -+- «'1* , » -+- Py 4- P*« 4- (3'tt , 

a? -I- yy 4- y*« -f- y^u , « -H % 4- ^« -H ^'u 

Come è chiaro i coefficienti delle diverse potenze omogenee delle quattro indetermi- 
nate X, y, z, 11 saranno altrettante funzioni simmetriche d'indice semplice, e compo- 
sto delle radici a, p, 7, d, e quindi esprimibili per mezzo dei coefficienti A, B, C, D 
dell'equazione proposta : la funzione di cui si tratta sarà dunque della forma 
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«*+ ftc^-H La^-h Ma? -♦- N 

e tutto si ridarrà alla composizione dei coefBcienti H, L, M, N» de'quali la più la- 
boriosa è quella per M, N : intanto per Tomogeneità della funzione osserviamo» che 
H, L, M, N saranno respettivamente altrettante funzioni omogenee di primo, di se- 
condo, di terzo , di quarto grado delle altre tre indeterminate y , z , u. Ciò posto 
siano S, , S^ , ... S,. le funzioni simmetriche d'indice semplice per l'equazione di quarto 
grado in p in modo, che per le sue radici a, 13, y, ^ si abbia identicamente 

d*onde per il valore del coefficiente H, si ha 

H =: S.y + S.» -H S3II 

ed i valori di S, , S, , S3 sarebbero 

S,= — A , S,= A,— 2B , 83= 3AB - A'— 3C. 

Per venire gradatamente alla determinazione degli altri coefficienti premettiamo quanto 
segue : Dalla risoluzione algebrica dell'equazioni del quarto grado è noto, che ponendo 
per le quattro radici a, |3, y^ d 

v!== «y -H (W , «"«= «(3 -H 7^ , u"'= a^-l- j3y 

in allora u', u", u"' saranno le radici dell'equazione ridotta 

X^— BX*-f- (AC - 4D)X -H (4B — A*)D - C*= 0. 

Come pure con le stesse radici a, p, 7, d, componiamo una nuova equazione di quarto 
grado, della quale le radici siano 

«1= «fPy t «»= «P^ » «3= «7^ » 054=137^ 
è facile il dedurre, che l'equazione cercata sarà 

Y44- CY'h- BDYV AD'Y -h D»= 0. 

Siano ora Qi , Q3, Q3 , ... Q,. le funzioni simmetriche d'indice sempfice della r 
dotta di terzo grado in X, il coefficiente L della a;*, sarà 

L = Q.yV (Q,- 6D)z*4- (Q3- 3Q.D)ii* 

-h (SA- S3)yz -H (SA - S4)yw 4- (SA - Ss)*» 
ove 

Qi= B, Q,:^ B«— 2AC 4- 8D, . . . . 

ed è facilissimo il calcolare i valori delle altre funzioni simmetriche per mezzo dei 
primitivi coefficienti A 9 B 9 G 9 D. D coefficiente M della x essendo una funzione 
omogenei dì terzo grado delle altre tre indeterminate y , z , u, i nuovi eoefficienii 
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delle diverse potenze delle y » z , u sono funzioni simmetriche d'indice semplice, e 
d'indice composto, ed in alcuni termini arriva fino al nono grado; la determinazione 
di queste funzioni delle radici a, ^, 7, ^ sarebbe assai lunga per poterla esprìmere 
direttamente con i coefficienti A, B, G, D. Ora, come già ho avvertito , a quesl* in- 
conveniente ci si provede con introdurre le funzioni simmetrìche Qi » Qa » Q3 . . . 
non solo della ridotta di terzo grado in X , ma ben anche le funzioni simmetriche 
P, , P, , P3 ... della nuova equazione di quarto grado in T, come si vedrà da quanto 
son per esporre. 

6? Le funzioni simmetriche P, , P, » P3 . . . per la nuova equazione di quarto 
grado in Y porgono 

P,= - C , Pa= C- 2BD , P3= 3BCD - C^— 3AD" , . . . . 

e cosi per altre, le quali però non occorreranno: in questa guisa il nominato coeffi- 
ciente M della x^ funzione omogenea di terzo grado delle tre indeterminate y, z, « 
sarà espresso per 

M =:P. y^H- P, z'h- P3 tt^-h (P.S.- 4D)y^ -h (0,83- 8,84-»- Ss)y'u 

-h (P,Q.- 3DS,)yz*-h [(Q. - 6D)P. -h (83-8,80D]yu' 

-H (8.P.- DP.)z"u -h {Q.P.--D8.P.4- D*)zii" 

-H (Q.Qa- 4DQ.- Qi)yzu. 

Resta infine Tultimo termine N indipendente dalla Xt funzione omogenea di quarto 
grado delle tre indeterminate y, z, 11 : questa funzione conterrà quindici termini , e 
dipenderà la sua ultima espressione dalle sole funzioni simmetrìche 8,, 8^ ... P^, P, ... 
Qi » Qa ••• » ® s> troverà 

N «IV-h 8.iyz -♦- SJhf^u -f. Q.DyV-H D(Q.-6D)yV 
-H D(8 A— 83)ttzy*-H P.Dz^y H- (8,P, - 4D)Dyttz" 
-H D(PiQ.— 3D80yztt*4- VJiyu^-h DV4-8,DVu 
-H Q,DV» -H P,DVz -H DV. 

Raccogliendo tutti questi coefficienti H, L, M, N moltiplicati respettivamente per x^, 
x*y Xf x^f e sommati con x^ si otterrà la richiesta forma 

F = »♦+ Ho^H- L«*-i- Ma? 4- N 

la quale sarà una funzume biquadratica qtuUemaria, e tale che moltiplicata per un' 
altra funzione composta con altre quattro indeterminate con le medesime costanti A, 
B, G, D riproduce una nuova funzione della stessa forma; per questa proprietà la F 
appartiene alla classe delle funzioni somiglianti. Volendola disporre secondo i termini 
«*» y^f .- «*» fS ... > Bì avrà 
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F = «♦+ V-i- DV4- iy»tt*4- (S,y -h S,« -hSatt)*' 
H- (P,« 4- S.Dz -I- S,Dtt)y3-|- (P^ -f. P,Dy + S,D*tt)«» 
^.(Psx 4- P,Dy^.P.D"»)u3+Q,a;Y^. (Q,~ 6D)»V4-(Q3-3Q.D)«V 
Q.Dy"zV D(Q.- 6D)yV+Q.D*ttV+(S,S,-S3)«VH-(S,S3-S4)a:V 
(S^Sa- S5)«"»tt 4- (P.S,- 4D)y"«z+ (Q.S3- 8,84 4- SJy^aju 

+ D(S.S,-S3)y*»ttH-(P,Q,-3DS,)z'«y+(S,P,-DP,)«'a»t+D(S,P,-D)»V 
+ [(Q - 6D)P.+ (S3- S,S,)Dyajy 4- (Q.P, - DS.P, 4- D*)tt'«j 

-f- D [ (P.Q - 3DS.)u>] -f. iQ,Q,^ 4DQ,- Q3)«y»u. 

Infine sostituendoci i valori delie funzioni simmetriche S, , S, , ... , Q, , Qa » ... , 
Pi » Pa » ••• 9 si otterrebbe l'espressione della stessa F dipendente dai soli coefficienti. 
Il Sig. Cttyley in una recente Memoria pubblicata nelle transazioni filosofiche di Lon- 
dra sotto il titolo: On the RemUarU of a Systemes of two Equatùms venendo al 
dettaglio di molti esempi riduce la ricerca della risultante fra due equazioni o dello 
stesso grado, o di grado differente alla composizione di alcuni quadri, ove i coeffi- 
cienti numerici con il rispettivo loro segno sono collocati entro caselle, ed al di fuori 
del quadro in colonna, e riga colle caselle vengono scritti i prodotti dei coefficienti al- 
gebrici e delle loro potenze diversamente combinati, quasi come potrebbe accadere nella 
Tavola pittagoricaz fra le altre applicazioni io trovo alla pagina 713 voi. per l'anno 
1856 Table (4. 3) Resultant of (a, ò, e, d, e) (x, y)^, (p, 9,r, s) («, y)^ ove con 
quella scritturazione introdotta dallo stesso Sig. Cayley si rappresentano le forme omo- 
genee a due indeterminate con i coefficienti binomiali. Ora è facile a persuadersi, che 
il problema risoluto per quelle due forme dal Sig. Cayley^ si riduce alla identica que- 
stione da noi considerata. Poniamo infatti nelle due forme del Sig. Cayley, y =. ì e 
si cangi « in p, è chiaro che per le due equazioni avremo 

flp4-|_ 4òp^-f. 6cp*-l- Mp-he^O f pp^-h ^p*•+• 3rp -I- 5 = 
e si sostituisca ora 

a = l, 4ft = A, 6c=B, 4cf = C^ c = D 
«=«, 3r = 2f» 3g=», P = tt, 
le due equazioni diverranno 

P*-h Ap^-h Bp*-+- Cp-HD=«0, x-hyp-h zp*'^ V«~ ® 

e la eliminazione della p porgerà il valore della funzione F biquadratica di sopra cal- 
colata. Tutti i quadri adunque riporUti dal Sig. Cayley per la risultante di quelle 
due forme» od equazioni dovranno necessariamente contenere tutti i termini della F, 
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il che potrebbe anche servire per una specie di verificazione. li Sig. Faà Di Bruno 
prevalendosi della scritturazione ideata dal Sig. Cayley riporta eguafanente nel n? 6 
di questi AnnaU Novembre-Dicembre 1858 la risultante di due equazioni del quarto 
grado, e che esso avea già calcolata in uno scritto di sopra citato , ed inserito nei 
tomo 6! de'miei precedenti AnnaU di Scienze Mot, e Fis. 1855. 

7? La funzione F da noi calcolata si può anche ottenere dal prodotto dei tre 
quintinomi 

pt -*- ApJ 4- BpJ -I- Cp,-f- D , pi 4- Api 4- BpJ -I- Cp, -♦- D 

pj 4- ApJ -h BpJ -♦- Cp3-|- D 

quando pt » pa 9 p3 siano le tre radici dell'equazione 

x-^yp-h ip^-h ttp^= 0. 

Infatti i coefficienti delle potenze A, B, G, D, e delie loro combinazioni saranno fun- 
zioni simmetriche delle tre radici p, , p, , pa , e quindi esprimibili per i coefficienti 
Xy y, z, tt , come d' altronde è noto dal metodo generale di eliminazione : ordinato 
quindi lo sviluppo di F secondo le diverse potenze dei coefficienti A, B, C, D, po- 
trà essa egualmente rappresentare una funzione omogenea di terzo grado a quattro 
indeterminate A, B, C, D, ed anche sotto questo punto di vista sarà funzione tornir 
gliante : più generalmente se ad esempio del Sig. Cayley si prenderanno le due equa- 
zioni 

(a, b, e, d, e)(p, 1)*= , {x, y, z, tt)(p, 1)^= 0. 

La risultante, che si ottiene dall'eliminazione di p, si potrà considerare come una 
funzione omogenea biquadratica a quattro indeterminate, come una funzione cubica 
a cinque indeterminate a, ò, e, d, e : secondo la notazione del Sig. Cayley potrebbe 
nel primo caso rappresentarsi sotto la forma 

(«, P, 7, i .... w){«, y, i, tt)*= F 

la quale è composta di trentacinque termini, per cui trentacinque saranno, le costanti 
a,|3, y, ... a> dipendenti dalle sole cinque a, ò, e, d, e. Se ritenute le medesime co- 
stanti a, |3, y ... u si scelgano altre quattro indeterminate, e si componga la nuova 
forma 

(«, p, 7, ... a>)(aj, , y^ , z, , tt,)*= F, 

il prodotto F.F, sarà riducibile ad una forma somigliante in modo che assumendo 
altre quattro indeterminate X, Y, Z, U, si avrà 

F.F,= («,p,7, ...«)(X,Y, Z,U)* 

Le X, Y, Z, U saranno determinate funzioni di a;, y, ... , oj, , y. , ... e dei coefficienti 
a,P, 7 ... G). Questi risultati si possono estendere come è chiaro non solo per un prò- 
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dolio di un numero qualunque di fanne della stessa specie, ma ben anche per un 
numero di fanne tutte eguali fra di loro, ed il che porgerebbe una potenza n"'*^ di 
F per cui si potrà sempre soddisfare all'equazione 

[(a,P, 7, ... «)(«, y, z, tt)*]« = («, P, y , ... a>)(X, Y, Z, U)*. 

L'uso principale di queste differenti equazioni può servire per la risoluzione di alcuni 
problemi indeterminati, come ne accennai qualcuno in un precedente articolo inserito 
nel n? 5® di questi AnnaU dello scorso anno 1858, e del quale argomento forse ri- 
tornerò a parlarne in altra circostanza. Queste differenti forme o funzioni somigliami 
che si presentano come l'ultimo termine dell'equazione alla trasformata di Tischinums si 
scorgono pure nei coefficienti delle diverse potenze dell'incognita nella medesima tra- 
sformata, se non che in queste altre fonne l'ordine della dimensione è sempre mi- 
nore del niunero delle indeterminate : cosi per esempio se per un'equazione del quarto 
grado, la trasformata di Tischimaùs sta 

i coefficienti S, R, Q, P saranno funzioni omogenee di quarto, di terzo, di secondo , 
di primo grado delle quattro indeterminale scelte nel valore della y. 

8? In molli problemi di analisi pura , ed applicala dipendenti dall' eliminazione 
spesso accade, che i coefficienti di una delle due equazioni siano funzioni dei coeffi- 
cienti dell'altra. Questo caso fra gli altri occorre nella determinazione del cosi detto 
discriminante di una data forma omogenea F, il quale è il risultato dell'eliminazione 

X dF dF 

di - fra le due equazioni omogenee -r- = , -j— = 0. Il discriminante si ottiene 

y V 

ancora con un dato coefficiente dall'ultimo termine dell'equazione ai quadrali delle 
differenze fra le radici di un'equazione data. Se dunque sia F una forma omogenea 
binaria di grado n coi coefficienti binomiali, si avrà 

« - . . n(n— 1) _._, a ii(ii— l)(n— 2) _^, , 



• . 



^^^^ ^ a,-. «V-*-f- »w»-. xf^-^a^ y* . 



Formiamo le derivate parziali rispetto ad «, ed y quindi eguagliate a zero, divise per 
n e fatto di più y=sl, si avrà 

a,g»-'-f'(n-l)aX-*-H (n--l)(ii~ ^) ^^^^^ _ ^ (»-i)a^, a? -f- a.= . 
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Il risaltalo proveniente daireliminazione della x porge il diterminante della forma F. 
In queste due equazioni di egual grado i coefOcienli delPuna sono funzioni dei coef- 
ficienti delFallra. L*eliminazione pei diversi valori particolari di n si agevola nella 
supposizione che nella forma F, ed equazione somigliante manchi il secondo termine, 
il che se non fosse si potrebbe sempre ottenere : supposto pertanto a, &= le due 
precedenti equazioni divengono 

^-,_^ («2ÌM!ÌZ:^ a.«^^ 4- . . . -f- (n-i)a^. x 4- a^,= 

(n— i)a,ar-*4- (^"" M^~ > a^a^-f- ... -I- (n— i)a^,« + a.= . 

Con rindicata ipotesi si è diminuito ancora di un'unità il grado di una delle due 
equazioni il che agevolerà l'eliminazione per i particolari valori di n. Poniamo di più 

a =s 1, ed insieme 

liti 

c,= a, , c,= ^ aa , C3= ^ a4 , C4 = ^ as . . . . c,.= - a^^, 

Con queste sostituzioni le due ultime equazioni si ridurranno a quelle di già stabi- 
lite anticamente dal Sig. Cauchy per la determinazione dell'ultimo termine dell'equa- 
zione ai quadrati delle differenze. La Memoria dell'illustre geometra trovasi inserita 
nel Cah. 17! del giornale della scuola politecnica sotto il titolo Mémoire sur la de- 
temUnation des radnes réeUes dans les équations algélnique$, année 1813: l'equa- 
zioni in proposito sono segnate a pag. 490 con i numeri (3), (4). Nell'ipotesi che 
a, non sia nullo, ma che si voglia trasformar l'equazione per togliere il secondo ter- 
mine, allora i valori di e, , e, , C3 , C4 , . . . saranno 

c,=. aj — aj , 2Ca= aa— 3a,a,-*- 2aJ 

3c3= a^— 4a,a3-^ 6aJ a,— 3aJ 

4c4= a5~5a,a4-f- lOaJ a^— lOoJ a,-*- 4aJ 

Il Sig. Cauchy applica le citate equazioni ai casi di n = 2, 3, 4, 5. Per n= 4 esso 
trova che l' ultimo termine dell'equazione ai quadrati delle differenze , può mettersi 
sotto la forma 

A4= 3'.4*[(C3-I- cj)'- (4cJ - 3c. C3-I- cj)* ] 

Io sotto un punto di vista puramente istorico feci osservare in una lettera diretta al 
Sig. HermitCf ed inserita nei Comptes Rendus del 11 Ottobre 1858, che il rapporto 
A4 : 4^ per la sostituzione dei valori di e, , e, , C3 , è precisamente, V — 27J', ri- 
sultato ritrovato in questi ultimi anni dal Sig. Cayley per il valore del discrimi- 
nante di una forma omogenea , e di un' equazione somigliante del quarto grado, ed 
ove I, J. sono i due invarianii fondamentali quadratico, e cubico. 
Tom. II. N? 1. isso. 3 
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9? Porremo fine a qaesta breve nota con indicare come la forma F biquadratica^ 
ed a qaattro indeterminate riportata al parag. 5? contenga ancora il valore del cK- 
scrminanie di una forma, ed equazione di quinto grado. Nella forma omogenea 

(a, b, e, d, e, /)(«, jf)* 

con i coefficienti binomiali prendiamo le derivate parziali rispetto ad «, ed y, ai so- 
stituisca di poi y = 1» e si cangi a? in p : quindi eguagliate a zero, si troverà 

flp*4- 4^*4- 6cp*H- Wp -H e= , bffi-h 4cp^H- 6d^*-f.4ep -h f = 
Per la supposizione dia=Ì9ediò=0 diverranno 

p*H- 6<^*-+- Adp-h €=^9 4cp*H- 6d^*H- 4«p H- f = 0. 

Se ora queste due equazioni si confrontino con le due riportate al parag. 5?y cioè 

p*-f. Ap'-H Bp*-|- Cp-f.D = 09 x-hyp -h %p*-h up^= , 

e dalle quali con F eliminazione di p si ottenne la forma biquadratica omogenea a 
quattro indeterminate x^ y, Zy », si avrà 

A = 0, B = 6c, C = 4<f, D=c, « = /•, y=4«, 

z = 6d , u = 4c 

Fatta adunque una tal sostituzione nel valore di F del parag. 5?, verrà esso a rap- 
presentare il discriminante di un'equazione del quinto grado priva del secondo ter- 
mine. Questa espressione dovrà quindi coincidere con un dato coefficiente a quella 
ritrovata dal Sig. Cauéhy a pag. 496 della citata Memoria , e che esso calcola per 
Tequazioni del quinto grado» come ultimo termine dell'equazione trasformata ai qua*^ 
drati delle differenze fra le radici di un'equazione data. 

Roma 10. Novembre 1858. 
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SULLE LINEE DEL TER70RDINE A DOPPIA CURVATURA. 

TEOREMI 
DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 



i? Siano A =0 , D = le equazioni di due piani osculatori di una eubica gob- 
ba (linea del (erz*ordine a doppia curvatura); aedi punti di contatto; sia R = 
l'equazione del piano che tocca la curva in a e la sega in d ; G = V equazione 
del piano che tocca la curva in d e la sega in a. In un recente lavoro sullo stesso 
argomento, io ho dimostrato che la cubica gobba può essere rappresentata colle equa • 

zioni : 

A = Dt = Ct*= D»3 

ove f è un parametro variabile che serve a individuare un punto sulla curva. Ivi i* 
pure dimostrato il seguente teorema dovuto al Sig. Ghasles : 

Se per un punto dato nello spazio si conducot alla cubica i tre piani osai- 
latori, il piano de'punti di contatto passa pel pun ato. 

Se le coordinate del punto dato sono a :b :c : Tequazione del piano è 

dA — aD4-3(òC— cD 

Facilissimamente si dimostra anche il teorema correi /o : 

Se un piano : 

pA •+■ qB-hrC-h sD =0 

sega la cubica in tre punti, i piani osculatori in questi punti concorrono nel punto: 

A:R:C:D== — 3«:r: — ^i3p 

iìhe appartiene al piano dato. 
Inoltre : 
Se da ciascun punto di una retta: 

lA-hnìB-h nC = 0, pB-^qC-hrD = 

si conducono tre piani osculatori alla curva, il piano de'punti di contatto passa co- 
stantemente per un'altra retta, le cui equazioni sono : 

{mq — np) A 4- 3r(mB -|- nC) = , (mq — np)B -+• 3Z(pR 4- qC)= ; 

reciprocamente, se per ciascun punto di questa retta si conducono tre piani oscula- 
lari alla cubica, U piano de'punti di contatto passa costantemente per la prima retta. 
In generale : 
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Se da dascun punto di una superficie geometrica dell'ordine n si conducono 
tre piani osculatori ad una cubica gobba, U piano de' punti di contatto inviluppa 
una superficie geometrica della classe n, e tale che se da ciascun punto di essa si 
conducono tre piani osculatori alla cubica, il piano de'punii di contatto, inviluppa 
la prima superficie. 

2? Segue da ciò, che a ciascun punto dello spazio corrisponde un piano, e re- 
ciprocamente, in questo senso che il piano contiene i punti di contatto delia cubica 
co'suoi piani osculatori passanti pel punto. I punti dello spazio formano cosi una fi- 
gura correlativa a quella formata dai piani ad essi corrispondenti. Anzi, siccome cia- 
scun punto giace nel piano che gli corrisponde, cosi l'attuale sistema di figure cor- 
relative coincide con quello che il Sig. Chasles ha dedotto dalla considerazione di un 
sistema di forze, o di un corpo in movimento (vedi VAper^u historique). 

Per brevità, il punto corrispondente ad un dato piano si dirà fuoco del piano; e 
si diranno reciproche due rette tali che i fuochi dei piani passanti per 1* una sono 
nciraltra. Siano «, y, % le ordinarie coordinate rettilinee di un punto, e suppongasi: 

A « o,« 4- o,y -f. aaz 

B = ò,« -f. b^y 4- Ò3« 

C=C^X "h C,y -f- CjZ 

D^d^x-h d^y -hd^z -hi 
ed inoltre si faccia ; 

&!= M, , a,= My t fl3= M, 

d^a^— d^a^-h 3(ò,C3 — b^c^) = X 

rfjOi — dia^-i- 3(&3C|^ — ò,C3) = Y 

d,a,— d^a^-h- 3(0,0,— ò,c,) = Z. 

Allora l'equazione del piano il cui fuoco ha le coordinate o^o « ^o i <o si può scri- 
vere cosi : 

(Xo- x)M^-h (yo— y)My-f. (»o— »)M, 

-f. X(j^Zo— »yo) H- Y(m:o— «»o) -t- Z(ajyo— !f«o) == 

ed inversamente, le coordinate del fuoco del piano: 

px-hqy-hrt-hs^O 



sono 



qìig — rMy — <X rMjc — pM^— » si jiMy—- - ^M^ — sZ 
pX 4- qM -hrZ ' p\ -f- qY-h rZ * pxVgY+rZ' 

Ammesso che le X, Y, Z, H« , M, , M« rappresentino le somme delle forze com-< 
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ponenti e le somme -dei momenti delle coppie componenti, relative agli assi coordi- 
nati e dovute ad nn sistema di forae di forma invariabile, il piano corrispondente ad 
un dato punto sarà quello delia coppia risultante rdativa a quel punto, e viceversa 
il fuoco di un dato piano sarà il punto a cui corrisponde la coppia risultante situata 
in quel piano. É poi noto che alle proprietà de'sistemi di forze corrispondono ana- 
loghe proprietà del movimento di un corpo. Dunque tutte le proprietà geometriche 
de'sistemi di forze, o del moto di un corpo rigido si tradurranno in teoremi relativi 
alle cubiche gobbe. 

3? Passo ad altre proprietà, nel dimostrar le quali farò sempre uso delle coordi- 
nate di Plùcker (Punct-Xioordinaten). 

Considero il piano : 

(1) A — <rB -f- <r,C — <r,D = 

ove: 

il fuoco di questo piano è : 

A : B : C : D = Zv^i o*,: o* : 3 . 
Pongo : 

A — 0* -I- v)B 4- fxvC = X{/x*-*- v> 

A — (v -f. X)B -f. vXC == fi(v"-|- X*)13 

A — (X -♦- f*)B 4- ve = v(X*-|. fi')y. 
Prese insieme all'equazione (1) le equazioni : 

a» |3 = y=: 
rappresentano i lati del triangolo inscritto nella cubica e posto nel piano (i); e le 

P — y = 0, y— a==0, «— P = 

rappresentano le i^tte congiungenti i vertici del triangolo al fuoco del piano. Allora 
le coniugate armoniche di ciascuna di queste tre ultime rette rispetto alle altre due 
saranno : 

p^-y^O, 7-f-««0, «4-P = 

le quali incontrano, com'è noto, i iati corrispondenti del triangolo in tre punti posti 
nella retta : 

« -f- P -♦- y = 0. 

Questa retta^ che rispetto al piano (1) ha tale proprietà esclusiva si denominerà di- 
rettrice del piano stesso. 

4? Nella memoria citata ho dimostrato un teorema, di cui qui ricorderò l'enun- 
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ciato. Premetto che per polo di un piano rispetto ad una linea di secondfordine in^ 
tenderò il polo della retta comune a quei piano ed al piano della linea. Ciò posto, 
Tenunciato di cui si tratta è il seguente : 

n luogo dei poli di un dato piano rispetto a tutte le coniche, secondo le quali 
i piani osculatori di una cubica gobba segano la superficie sviluppabile di cui que- 
sta è lo spigolo di regresso, è una conica situata in un piano individuato. Recipro- 
camente, U luogo dei poli di questo piano rispetto a tutte queUe coniche è un'al- 
tra conica posta nel primo piano dato. 

Due piani dotati di questa scambievole proprietà si sono denominati congiunti ; 
congiunte ponno dirsi anco le coniche in essi situate ; congiunti i triangoli inscritti 
nella cubica e posti in tali piani, e da ultimo congiunti i triedri formati dai piani 
osculatori che concorrono ne'fuochi de'due medesimi piani. 

5? L'equazione del piano congiunto al piano (1) è : 

(2) A — «B -h «,C ~ sjb = 

ove : 

« = / -f- m -f- n , «,= mn -\-nl -\- Im y «,= Imn 
essendo : 

X0x-|-v)-2/xv fx(v+X)-2vX ^ v(X-|-f.)— 2X/X 

2X— (^-l-v) ' "* 2^-(v4-X) ' 2v— (X-h/x) 

epperò : 

_ 3((T*(T,+ 9gga— 6<r*) 
* *^ 27<r,-f.2o^— 9a(r, 



»i= 



3( — fforj •+• 6a*a, — ^ajCa) 

27<r»4- 2<T*— 9<r<r, 



• 27<raH- 20^— 9<r<r, * 

Le equazioni della retta che unisce i fuochi de'due piani (1) e (2) sono : 

(3) A/>— Bg -f-Cr = , B/>~ Cg -i- Dr= 

ove : 

p = 9* — Sffg , q = oro", — 9a, , r = aj — 3ffa, . 

L'eguaglianza de*coefiG[cienti nelle due equazioni (3) mostra che la retta da esse rap- 
presentata si appoggia alla cubica in due punti (reali o ideali), i cui parametri t, , 
i^ sono dati dalle : 



dunque : 



. . . g r 
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Ogni retta congiungente i fuochi di due piani congiunti è una corda ddla cu- 
bica gotha. 

Le equazioni della retta comune ai due piani (1) e (2) sono : 

(4) (g*— fr)A — 3r(Bg-Cr) = , (g*-fr)D -^ 3/i(Bp-Cg) = 

la forma delle quali mostra che questa retta é Tintersezione dei piani osculatori della 
cubica ai punti : 

P P 

dunque : 

La retta inierseuone di due piani congiunti è anco l'intersexione dei piani oscu- 
latori della cubica gobba ai punti ove si appoggia la retta che unisce i fuochi de' 
due piani congiunti. 

Formando le equazioni delle direttrici dei piani congiunti (i) e (2) si trovano 
per entrambe le equazioni (4)y dunque : 

Due piani congiunti hanno la stessa direttrice, la quale è la retta ad essi co- 
mune. 

Confrontando le equazioni (3) e (4) si riconosce che esse rappresentano rette re- 
ciproche; ossia : 

La retta che unisce i fuochi di due piani congiunti, e la loro eomune direttrice 
sono rette reciproche; cioè se per ciascun punto dell'una di esse si conducono tre 
piani osculatori alla cubica, il piano de' punti di contatto passa costantemente per 
l'altra. 

6? Cerchiamo se una retta che sia corda della cubica contenga i fuochi di una 
sola coppia di piani congiunti. Il piano : 

B — «C=0 
è congiunto al piano t 

2A — 3a)B — 3«*C 4- 2w*D = 
e la retta congiungente i loro fuochi è rappresentata dalle : 

(5) A — «B -4- »*C = , B — mC 4- w*D= 

Affinchè questa retta passi anche pe'fuochi di due altri piani congiunti, le cui equa- 
zioni siano (1) e (2), il sistema delle equazioni (5) dovrà essere equivalente al si- 
stema delle (3); epperò si dovrà avere ; 

il che dà ; 



q — p» 1 r — p^ 




p=sq*^ Zw -h 9w* , »,= tó(ff — 3cd) , 


9^= »' 


S = --i ^ , «,= «(« - 3a>) , 


«a— <f% 
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per cui le equazioni (1) e (2) divengono : 

(6) A — 3w*C -h «3D — <r(B — wC) = , 

A — 3«*C -h «^D — «(B — mC) = 

rimanendo a indeterminata. Queste equazioni rappresentano infinite coppie di piani 
tutti passanti per la retta rappresentata dalle : 

A — 3«*C -|-«^D = 0, B— ft)C = 
ossia : 

2A — 3«B — 3«*C ■+• 2tó^D = , B — wC = 0. 

Ne concludiamo che : 

Qualunque retta che sia corda della cubica gobba contiene i fuochi di infinite 
coppie di piani congiunti tutti passanti per una stessa retta, la quale è l'interse- 
2Ìone dei piani osculatori della cubica ne'punti comuni a questa ed alla prima 
retta. 

De questo teorema consegue quest'altro : 

Per qualunque retta che sia Vinlersexione di due piani osculatori della ctUnca 
gobba passano infinite coppie di piani congiunti , tutti aventi i fuochi su di una 
stessa retta, la quale si appoggia alla cubica ne*punti di contatto de'due piani oscu- 
latori passanti perla prima retta, 

7? La relazione fra « e v, che si può scrivere cosi : 

25<r-— 3«(5 -I- <r) -I- 18w*= 

mostra che i piani rappresentati dalle equazioni (6) formano una involuzione. Dunque: 
Le infinite coppie di piani congiunti passanti per una stessa retta che sia co- 
mune interseùone di due piani osculatori deUa cubica gobba, sono, in involuzione. 
I piani anto-coniugati detta involuzione sono i due piani osculatori. I fuochi di tutti 
que*piani congiunti formano pure una involuzione, i cui elementi anto-coniugati sono 
i punti di contatto de'due piani osculatori. 

Per avere il punto centrale dell'involuzione de'fiiochi si condurrà per la direttrice 
il piano parallelo alla foccde (retta contenente i fuochi). Questo piano ha il suo fuoco 
a distanza infinita, quindi il piano che gli é congiunto, ossia coniugato nella involu- 
zione avrà per fuoco il punto centrale richiesto, e sarà il piano centrale della invo- 
luzione di piani. 

La cubica gobba ammette due piani osculatori paralleli fra loro , cioè segantisi 
secondo la retta direttrice posta nel piano all'infinito. Essi ponno quindi risguardarsi 
come gli elementi anto-coniugati di una involuzione di piani congiunti paralleli. Il 
piano centrale di questa involuzione avrà per congiunto quello all'infinito, e quindi 
sarà quello contenente i centri delle coniche secondo cui i piani oscillatori della cu- 
bica segano la superficie luogo delle sue tangenti. 
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87 Per un punto dato nello spazio» di coordinate aib:e:d passa una retta ap- 
poggiantesi alla cubica in due punti; le sue equazioni sono : 

(e*— W)A ■+• (oc — ad)B -f- (^— oc)C = , 

(e*— W)B -h (oc — ad)C H- (**— oc) D = 

e pe'punti comuni alla retta ed alla cubica si ha : 

ad -^be h* — ae 

*' -^ *•= T^rsr • »•»'= c'*=M • 

La retta é sempre reale, benché i due punti possano essere ideali. 
In un piano dato qualsivoglia : 

/A H- mB 4- nC+ ^D «= 

esiste una sola retta, comune intersezione di due piani osculatori. Le sue equazioni 
sono : 

(^•— |>r)A — 3r(Bg — Cr) = , (g»- pr)A -i- 3p(Bp - Cg) = 

avendosi pe*punti di conlatto : 



m» -— 9W . . r Zhm — n* 

**"^ **"" p - 3/ii - f?i» ' *'**"" ii "" Un — m" 



La retta è sempre reale, benché i due piani osculatori possano essere ideali. Ossia: 

Per un punto dato nello èpaxio passa sempre una retta ( ed una sola) che è 
focale di un fascio di piani congiunti. In un piano dato esiste sempre una retta 
{ed una sola) che è direttrice di un fascio di piani congiunti. Se il punto dato è 
U fuoco del piano dato le due rette loro reciproche , e i due fasci di piani con- 
giunti coincidono in un solo fascio. 

Per ogni punto dello spazio passano tre piani osculatori della cubica, epperò tre 
rette, ciascuna delle quali é direttrice di un fascio di piani congiunti. Se i tre piani 
osculatori sono reali, anche le tre direttrici sono reali; ma se due de'piani osculatori 
sono ideali, si ha una sola direttrice reale, ed é quella comune ai due piani ideali. 

Un piano qualunque sega la cubica in tre punti, epperò contiene tre rette, cia- 
scuna delie quali é focale di un fascio di piani congiunti. Se i tre punti d'interse- 
zione sono reali, tali sono anche le tre rette che li uniscono a due a due; ma se due 
di quelli sono ideali , si ha una sola focale reale , ed é la retta che passa pe' due 
punti ideali. Ossia : 

Per un punto qualunque dello spazio passano o tre rette direttrici reali o una 
sola, secondo che per quel punto si ponno condurre atta cubica tre piani osculatori 
reaU o un solo. In un piano qualunque esistono tre rette focali reaH o una s^, 
seeondodie quel piano sega la culrica in tre punti reaU o in u» solo. 

Tom. II. N!l. 1859. 4 
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Credo interessante la proprietà che segue : 

Se una retta focale incontra la cubica in due punti reaU, e per conseguenza 
la relativa direttrice esiste in due piani osculatori reaU, ciascun piano passante per 
questa incontra la cubica in un solo punto reale. AM'incontro, se la focale incon- 
tra la cubica in due punti ideaU, ogni piano passante per la direttrice incanirà la 
cubica in tre punti reaU. Ossia : ciascun piano di un fascio di piani congiunti in 
involuzione , incontra la cubica in tre punti reali o in uno solo ^ secondo che *gli 
elementi auto-coniugati della involusione sono ideali o reaU. 

Infatti, afBnchè la retta (3) incontri la cubica in due punti reali è necessario e 
sufficiente che sia : 

g*— 4jpr>0 

ossia, ponendo per p^ q* r ì loro valori in funzione di o*, v^ e (r, : 

27<rJ — 18<«rj<r,— a*<rj -4- 4<rJ 4- 4<r'<r, > 

la quale è appunto la condizione necessaria e sufficiente perché l'equazione : 

i^ — ai*-f- 9 ti — 9^=0 

che dà i parametri de'punti comuni alla cubica ed al piano (1) , abbia due radici 
imaginarie; e. d, d. 

9? Se prendiamo in considerazione due piani congiunti^ essi danno luogo a figure 
abbastanza interessanti. Per conseguire formolo più semplici e simmetriche faccio la 
seguente trasformazione di coordinate : 

« = A , jf = — w^D , » =? tó^D -- 3fii*C ■+• 3mB — A , 

te» = 2A — 3fiiB- 3«*C 4- 2«T). 
Le equazioni: 

w=09 a54-ff-^z = 

rappresentano due piani congiunti ; le : 

« = 0, y= 0, « — 

rappresentano i piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano x-hy-hz=Of e le: 

3(y — »)— w = , Z{z —x) — w = , 3(« — • jf) — te = 

sono quelle de'piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano w== 0. Ne'due piani 
congiunti esistono le due coniche che ho denominate congiunte. Quella che è nel piano 
tu = è rappresentata dalle equazioni : 

(7) w = f x^'-h y^-h »'— - 2y» — %%x — %xy = 

epperò questa conica è inscritta nel triangolo formato dalle rette secondo cui il piano 
w = è segato dai piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano ad esso congiunto^ 
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Considerando la figura che è nel piano w =? , le rette che uniscono i vertici 
del triangolo or nominato ai ponti di contatto della conica inscritta sono : 

(8) w=0 {y^%z=Of% — »= , « -— ff = 0) 

le quali sono le intersezioni del piano w = coi piani osculatori che concorrono nel 
suo fuoco. U punto comune a queste tre rette, ossia il fuoco del piano w=0 è rap- 
presentato dalle equazioni.* 

10 = 0, a5 = y=sz. 

I punti in cui il piano w = sega la cubica sono : 

10 = («:y:« = — 8:1:1; «:jf:«=l:— 8:1; x zy :z=il :i: — 8) 

epperò i lati del triangolo da essi formato hanno per equazioni le : 

w== {7x -f-jf-f-»; x-h ly -h z f «-f-ff-t- 7z). 

Questo triangolo, e il triangolo circoscritto alla conica (7) sono omologici ; le rette 
che congiungono i loro vertici corrispondenti sono le (8) che concorrono nel fuoco 
del piano w= ; e i lati omologhi si segano in tre punti posti nella retta : 

w = 0, af-4-y-H» = 

la quale è la direttrice comune dei due piani congiunti. Si noli inoltre che il fuoco 
è il polo della direttrice rispetto alla conica (7). Riunendo insieme queste proprietà 
possiamo enunciare il seguente teorema : 

Dad due piani congiunti P, P, in cifueuno di esH, per es. in P, esistono due 
triangoli, l'uno ABC inscritto nella cubica; Valtro abc avente i lati ne'piani oscu- 
latori concorrenti nd fuoco F' dell'altro piano V. I due triangoli ABC, abc sono 
omologici; U loro centro d'omologia è il fuoco F del piano P, e l'asse d'omologia 
è la direttrice o comune intersezione de'piani P, P'. La direttrice è la polare dei 
fuochi F, F' rispetto alle coniche congiunte situate ne'piani dati, e queste sono in- 
scritte nei triangoli abc, a'b'c' determinati daUe due teme di piani osculatori. Le 
rette che in ciascuno de'piani dati, per es. in V, uniscono i punti di contatto della 
rispettiva conica ai vertici opposti del triangolo circoscritto abc sono situate nei piani 
osculatori che concorrono nel fuoco F' dello stesso piano P. 

10. Le facce corrispondenti dei due triedri congiunti, formati dalle due terne di 
piani osculatori concorrenti ne'fuochi de'due piani congiunti , si segano , secondo tre 
rette, le quali determinano l'iperboloide : 

«*-f. y'-h «* — %t — 2m5— 2«y — (iw )*= 
ovvero 

45'*-H^*-f- *''— 2yV— 2«'aj'— 2«y— ( { »^*= 

ove; 
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^{y — *) — w = 3«'; 3(« — «) — w «=s 3|f'; 3(x — ff) — «= 3»'; 

Questo iperboloide passa evidentemente per le due coniche congiunte, dunque : 
Le retu secondo le quali si segano le facce corrispondenH di due trièdri eon- 

giunU, e le rispettive coniche congiunte giacciono in uno stesso iperboloide. Le co-- 

nidie congiunte sono le curve di contatto dell* iperboloide coi coni involventi die 

hanno i vertici ne* fochi de*piani congiunti. 

Qualunque superficie di second'ordine circoscritta ai tetraedro : 

è rappresentabile coU'equazione : 

fyz -f. gzx -H hxy ■+• Ixw -f- myw -+- n%w = 
ed analogamente ogni superficie di second'ordine circoscritta al tetraedro : 

X'= lf = %'=: Uf==^ 

ha un'equazione della forma : 

ft/z'-h g't'x'-h fc'«y -f- lx'w'-+- m'y'u/-+- n'Jw'^ 0. 

Affinchè queste due superficie coincidano in una sola devono essere soddisfatte le se- 
j];uenli condizioni : 

i^=:?' = -=- = l^ = - 
f g h l m n 

3(n — m)— ^=0, 3(Z — n)-^ = 0, 3(m — /) — fe = 

quindi ogni superficie di second' ordine circoscritta ai due tetraedri simultaneamente 
sarà compresa nella equazione : 

(n — m)y% -f- (I — n)%x -h (m — l)xy •+- \ w {Ix -h my -|-iw) = 

la quale contenendo ancora due arbitrarie l :m : n , esprime il teorema : 

Ogni superficie di second'ordine passante per sette vertici di due tetraedri for- 
mati da due piani congiunti e dai relativi triedri congiunti passa anche per l* ottavo. 

11. Terminerò coll'enunciare alcuni teoremi che si deducono da quelli sopra di- 
mostrati, mediante il principio di dualità. 

/ piani polari di un punto dato rispetto a tutt'i coni di second'ordine che han- 
no i vertici sulla cubica gobba inviluppano un cono di second'ordine che ha il ver- 
tice in un punto individuato. Reciprocamente i piani polari di questo secondo punto 
inviluppano un altro cono di second'ordine che ha U vertice nel primo punto. 

Due punti dotati .di questa scambievole proprietà si diranno congiunti , e con- 
giunti anco i relativi coni di second'ordine. 
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Due fkm congiunii hanno per fuochi due punii conghuui , e viceversa due 
pumi congiunii sono i fuochi di due piani congiunii. 

Sia dato an punto ; per esso passano ire piani oscalatori della cubica e un piano 
A, di cui il punto dato è il fuoco. Questo piano sega gli altri tre in tre rette ; si 
cerchi la quarta armonica di ciascuna Ira esse rispetto alle altre due; si otterranno 
cosi tre nuove rette passanti pel punto dato e poste nel piano A. Queste tre rette 
determinano cogli spigoli rispettivamente opposti del triedro formato dai piani oscu- 
latori tre piani che passano per una stessa retta. Questa retta che ha rispetto al punto 
dato tale proprietà esclusiva^ si dirà la focale del punto. 

Due punii congiunii hanno la stessa focale, la quale è la retta che U unisce. 

Se per una reità direttrice passano due piani osculatori reali, e per conseguenza 
la rdativa focale si appoggia alla cubica in due punti reali, per ciascun punto di 
questa passa un solo piano osculatore reale. Se cdl'inconiro la direttrice è Vinter- 
sezione di due piani osctdatori ideali , da ciascun punto della focale si potranno 
condurre aUa cubica tre piani osculatori reali. Ossia : da ciascun punto di una in- 
voluzione di fuochi congiunti si panno condurre aUa cubica tre piani osctdatori reali 
o un solo, secondo che i punti anto^xmiugati della involuzione sotio ideaUo reaU, 

Dati due punti congiunti F, F' {fuochi di due piani congiunti P, F), ciascuno 
di essi, per es, F è il vertice di due triedri, l'uno FABG formato dai piani oscu- 
latori concorrenti in F, l'altro Fabc avente gli spigoli passanti per que* punti della 
cubica che sono nd piamo V, I due triedri FABG, Fabc sono omologici; U piano 
d'omologia (il piano ove sono le rette intersezioni delle facce opposte de'due triedri) 
è il piano P; l'asse d'omologia (la retta per cui passano i piani determinati dalle 
coppie di spigoli opposti de'due triedri) è la focale comune FF'. Questa focale è la 
polare de'due piani congiunti P, F rispetto ai coni congiunti, e questi sono circo- 
scritti ai triedri Fabc, F'a'b'c' i cui spigoli si appoggiano aUa cubica. Le rette che, 
per ciascun punto congiunto, per es, F, sono le intersezioni delle facce del triedro 
inscritto Fabc coi piani tangenti al cono circoscritto lungo gU spigoli rispettivamente 
opposti passano pe'punti della cubica che appartengono al piano P. 

Le rette che uniscono i vertici omologhi di due triangoli (ossia triangoli inscritti 
nella cubica e posti in piani congiunti) determinano un iperboloide toccato dai rela- 
tivi coni congiunti lungo due curve poste nei piani congiunti. 

Ogni superficie di second^ordine tangente a sette facce di due tetraedri deter- 
minati da due triangoli congiunti e dai relativi fuochi tocca anche l'ottava. 

Cremona, Ottobre 1858. 
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SUI PUNTI FOCALI NELLE SUPERFICIE DI SECONDO GRADO. 

NOTA 
DEL OOTT. TOMMASO DEL BECCARO. 



Negli Annali compilali dai Sigg. Terqaem e Gerono (Juillel 1858) vennero enun- 
ciali in modo però inesalto ed incompleto , alcuni Teoremi del Sig. Heilermann in- 
tomo alle proprietà dei punti focali nelle superficie di secondo grado dotate di cen- 
tro. La inesattezza dell'enunciato di alcuni di loro dipende poi dall'essere slato con- 
fuso il piano osculatore in un punto d'una linea di curvatura d' una super6cie con 
quello condotto per la tangente alla linea e per la normale alla superficie : inoltre gli 
altri Teoremi fondamentali non hanno poi quella generalità che comportano. Laonde 
in questa Nota mi propongo di dimostrare i Teoremi del Sig. Heilermann, dando però 
all'enunciato d'alcuni di essi forma differente, di estenderli alle superficie di secondo 
grado prive di centro, ed in fine di esporre alcune nuove proprietà appartenenti a 
tali punti focali. 

1. 

Consideriamo i due seguenti sistemi di superficie di secondo grado ortogonali : 
p- + 3?=P + X^-*=2.= ove c>*,X>6>c 

^+-é? + ^^-*=2.= o M>*<c {(2) 

fi fi O fi — C ** ' 



T- 



V — V — e ** 

^ -h— 4(«-h p) = S,= p>a 



p-ha p— a 



H A{x -f- <r) = S,= (j < a ( (S) 



aH- a a — a 

-2 1 H 4(« — t) = 83= T > 

T— a T-f- a ^ ' ^ 



È noto come le curve d'intersezione delle superficie ortogonali sieno linee di curva^ 
tura appartenenti nel medesimo tempo alle due superficie di cui sono respettivamente 
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le cornimi intersezioni. Quindi per un ponto dello spazio eonsiderato come interse- 
zione delle tre superficie di un sistema (£) , (S) passano tre linee di curvatmn a 
due a due appartenenti a ciascuna superficie ed i piani normali ad esse hanno per 
equazioni 

N„ ... 4£-H-r^.t,^.-r^C-.l = 0, per 2.= 02.= 






V — e 



N.3 ... -al -4- TZP'' "+" "TZ?^ — 1 = 0, per 2,= Jj^ ( (p) 
N,j ... -^? + ^^-n + jji^t - 1 = 0, per S,= 2,= 

M....-i-4-le±2^«+<£=^^C-l=0 per S.=0 S,=0 

M I . (p+0)(t— O) , (p— oHt-^-O) a ^. o AC A )/ V 

M-B";^;^;^ ay (rH-,-p) " + «» (p-r-^i '=-*°" P*' ^•=® ^»=® <<'•> 

M,3..--Ji-+ <'ty-"i . +^:gH!±i)e-l==0 per s,=o s,=o 

a— T— p ay(T-f-p — ff) a» (or — t — p) 

avendo tenuto conto delle relazioni ; 

c«V^c«— ò' = V^X"— e" V^c^—jit» V^c'— V» 
pel primo sistema (2)» ^ 

a?=;:T— p---<r , y=\/- V^p-+-a ^c^-a ^t— a, z^^W-^p— a V^o— or ^r-f-a 

pel secondo sistema (S). 

Considerando i segmenti da ogni coppia di piani normali alle due linee di cur- 
vatura di una stessa superficie (2), [N,, N.a], [N„ Nas] , [N3, Nj,] tagliati sui suoi 
assi t i punti e che sono equidistanti dal centro comune delle superficie (2) e che 
dividono ogni segmento in rapporto armonico sono determinati dalle equazioni 

a?.-= =fc — , y.= =t:^p===.V-l , z,= i ^^^^ ^^ pei piam [N„ N.j] 
relativi alla superficie 2t "^^ ^ ^^ parametro X (2) 
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relativi alla superGcie £»= di parametro fi (3) 

X3== rt— ,y3=:t ^^,_ ^, > »3== =fc ^^_^ V-1 pei piani [N3. N3.] 

relativi alla superficie £3= di parametro v (4). 

Quindi considerando i segmenti da ogni coppia di piani [M,, M,3] , [M,) M,3] , 
[H31 Hsa] tagliati sull'asse delle x (asse comune ai paraboloidi S)» i punti che divi- 
dono ciascun segmento in parti eguali sono dati da 

x,=p pei piani [Mj, M.s] relativi alla superficie Sx==0 di parametro p (2') 
Xj^v pei piani [H,, ÌA^{] relativi alla superficie 9^=0 di parametro v (3') 
0^3= — r pei piani [H3, H3a] relativi alla superficie $3=0 di parametro r(4'). 

Inoltre dalla forma delle equazioni (1) (1') resulta che ogni piano N,, (peres.) 
od M,, passa e per la normale alla superficie ^,=0 Si=0 e per la tangente 
condotta alla linea di curvatura (2i=^ 2»==^) ® (^1= Sa=0) cosicché ogni 
coppia dei piani N od M relativi ad una superficie coincide con quella formata dai 
piani delle sue sezioni noi*mali principali. 

Ed è parimenti noto dalla Teoria della curvatura delle superficie come gli om- 
bilici di una superficie ^ ^^ ^ ^^^"^ ^ P^i^^i d'intersezione di questa colle curve 
( reali od immaginarie) limiti delle tre famiglie delle superficie ortogonali e perciò 
abbiano per coordinate : 



[ 



6 ' ' 6 
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cy/^^^7 






j^^0,«=^^. .^^•c-^Vc^-v-l/^ij,) ombilici di 23= 



^c'^t^^yz:? 



] 



[yr=:0, »=2a— p, »-=2^2aO)— a)] 
[»=0,»=-(pH-2a), y=2V^2a(p-ha)V^J 
[y=0, a?«2a— <r, »«2^2a(a— a)/=l] 

[y=:0, «=2a-HT, »=2^2a(T4.a)V'^] 
[z=«0, aj=(2a— t), y=2v/2a(T— a)] 



ombilici di S,= , 



ombilici di S,» , 



ombilici di 83== . 



Dai qaali valori resalla che essi giacciono quattro a quattro in ciascuno dei piani 
principali della superficie, e che le normali a questa in essi sono comprese nei me- 
desimi piani. Per le espressioni (2) (3) (4); (2') (3') (4') aUe equazioni di Uli nor- 
mali si può dare la forma : 



J=0,--4-- —1=0; „=0,--+-- —1=0; C=0,-Ì-f-- — 1=0 normali a V,=0; 
{=0, ^-h- — 1=0; Yi=0,-4-- -1=0; 5=0 , i-+--- 1=0 normali a V,=0; 
{=0,--f-- —1=0; yi=0,--h-^ —1=0; C=0,i--+-- -1=0 normali a V3=0 (5); 



1^3 »3 



«3 «3 



« =i=: 



•Sa 



V/— 1 Yi=p, C=0; ?:!: 



V^P" 



Vie 



^3 y3 



C=p, Tn=0 normali a S,= , 



{ :+: L^vCIi ^==:,<,,^^0; {±: '-^rrr^v/— 1 ?=<r, y)=0 normali a S.=0 , e 
V2a V2a 

5 :±: 5^^%=— T, C=0; «dr^^^V'III C = - r, ìi = normali a 83=0 (5'). 
Laonde per le espressioni (2) (3) (4) (5) (2') (3') (4') (5'), notando come ognuna 

Tom. II. N: i. 1859. 5 
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delle superficie £ od S sia rappresentate col porre il suo parametro eguale ad una 
costente, si hanno i seguenti Teoremi : 

Teotema 1? (1. 3. 10 di HeUetmann) Si considerino le due linee di curvatura 
che si incrociono in un punto qualunque M di una superficie di secondo grado do- 
tate di eentro (2), ed avendo condotto ad esse nel punto comune i loro piani nor- 
mali, si determinino i segmenti da questi intercetteti sovra ogni asse della superficie 
allora : 

1? i punti equidistenti dal centro e che dividono ogni segmento in rapporto ar- 
monico sono costanti, qualunque sia M. 

2? essi coincidono coi punti ove le normali alla superficie (£) negli ombilici cor- 
rispondenti (reali od immaginari) vanno ad incontrare gli assi. 

Teorerma 2? Si considerino le due linee di curvatura che s'incrociano in un punto 
qualunque M di una superficie di secondo grado priva di centro (S), ed avendo con- 
dotto ad esse nel punto comune i loro piani normali si determini il segmento da que- 
sti intercetteto sovra l'asse della superficie» allori: 1? il punto che divide il segmento 
in parti eguali è costante, qualunque sia M', 2? esso coincide col punto ove le normali 
alla superficie negli ombilici tegliano l'asse della superficie. 

2. 

Disegnando col nome di punti focali tali punti fissi, se per la normale condotta 
in un punto qualunque M ad una superficie 2 ^ P®** ciascuno dei due punti focali 
giacenti sovra un asse si conducono due piani, questi formano coi piani delle sezioni 
normali principali in M o piani normali alle linee di curvatura di £ incrociantisi in 
M un fascio armonico. Similmente se per la normale in un punto qualunque M ad 
una superficie S si conducono due piani, uno pel punto focale, l'altro parallelamente 
all'asse, questi formano sui piani normali alle linee di curvatura dì S che s' incro- 
ciano in M un fascio armonico. Inoltre i piani delle sezioni normali principali es- 
sendo ortogonali essi bissecano gli angoli chiusi dagli altri due piani del fascio. 

2? Le sfere che hanno il centro in un punto focale e per raggio la porzione 
della normale condotta alla superficie [(^) o (S)J neirombilico corrispondente com- 
presa fra questa ed il punto focale , chiamansi sfere focali , le quali si dicono poi 
conjugate quando hanno per centri i punti focali di (^) o (S) posti sopra un me- 
desimo asse. Se da un punto qualunque della superficie si conduce una tangente ad 
una delle sue sfere focali, la porzione di queste compresa fra il punto della super- 
ficie ed il punto di tangenza chiamasi raggio focale, 

3. 

Le coppie deHe sfere focali conjugate per le superficie ]£> e le uniche sfere fo- 
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cali per le lap e ifitic S sono date ddle equaoni : 

({ -f)'+ *•+ C— V— a') per S.= 0, 

{« - »)•+ «*+ r= 4(.»- a*) (7') per S.= 0, 
(? + t)*+ «•+ C»= 4{t'— a') (%') per 83= 0, 



ed 



(-t)' 



+ ^+ t- ''--*y-^> 



(t^p^yn-.-H-c-— >'-'y-'-'' > 

-»*)(c-»*) . 



-?)■-■- '■-'^--^ 



Ed i raggi focali condotti da un ponto qualunque di una superficie alle sue sfere 
focali sono in coordinate ellittiche : 

4.J = (f. =p v)' ; ^l = [/;?^=rp :p V'pCr? V'^]' , 

+? = - [V^^^=P Vt^— »•]* per 2. ; 

,J = [•x^Z:^ :p }/F:^ \/^]' per 2. ; 
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Xj =[V^^3^ IP •c^^^l? •"n[]* per 23=» (9) 

nelle quali deve prendersi il segno — per la prima sfera focale ed il segno H- per 
la rimanente : e da 

tójs= T -4- a per S, , «,= r-hp per S, , «3= a — p per S3 (9'). 

Chiamati piafd direttori i piani polari d*an punto focale appartenente ad una 
delle tre superficie £ od S relativamente alle due rimanenti, avremo : 

/g» ya\ 

e s= d= ' '- pei punti focali di ^^ relativamente a V, ; a V3 

A^> y» *M ^M y» 

/^ y») 

^ == q= i L pei punti focali di 2» relativamente a Ji * ® Ss 



«1 



ì= d: — , iQ= db , <;= =fc -^ ^ ; « = :±: — » ti = ±5- , 

«3 |f3 »3 «3 Vs 

5 == q: lL pei punti focali di ^3 relativamente a Ji ; a J, 

3 

£ = — (p -f. 2?) ; ( = (29 — p) pel punto focale di S. rispetto a S^ ; a S3 , 
^ = — ((T 4- 2p) ; £ ==s (2t — 9) pel punto focale di S, rispetto a S, ; a S3 e 
J = — (2p — t) ; J = — (2ar — t) pel punto focale di S3 rispetto a S, ; a S, . 

Ora le distanze di un punto qualunque M{xyz) di una delle superficie £ ^ ^ ai 
suoi piani direttori espresse in coordinate ellittiche sono : 

tt* v' a*— 6* V*— -6* 

pI=^-«. /'ì=^*f; ql-'^n . «J= -Ti^ r,i 

*i *i !ri sfi 

*s *« ari ari 

r'J = -=^ 9J , r'J = -^M per un punto di J. (11) ; 
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Fi — zr Xi > Ft — zr Xi * Vt — ^a Xi > 9« rs^ Xj > 

*i *i ari Fi 

i7« = ^l=^xj^ ''r=^^ Pernn P«nU) di Ss (12): 



»i »• 



i7| = 6>, , o'i =» — 6>| per uo punto di S, » 
o^ = u, , a, = — u^ per un punto di S, » 
03 ss a>3 , 0*3 = — «3 per un punto di S3 (10'). 

4. 

Dalle espressioni (10) (11) (12) (11') si ricavano i rapporti 

sL^fL p'"-ÌL p"?_^. 2L-(i!z£ il^^luÈl g"? ^'~^' 



donde derivano i seguenti Teoremi. 

Teorema 3? Considerando il punto focale (reale od immaginario) F appartenente 
ad una superficie di secondo grado dotala di centro (2,) ed i suoi piani direttori 
D, D^ , cioè i piani polari di F relativamente alle superficie (2,) (£3)9 il rapporto 
delle distanze di un punto qualunque M di (2,) intersezione di (^i) (S>) (Ss) ^^' 
piani D, , Da eguaglia quello sussistente fra gli assi di (2,) e di (£3) su cui giace F. 

Corollario. Per le relazioni 

abbiamo pure : Si considerino le tre superficie ortogonali (2,) (2,) (^3) che de- 
terminano un punto qualunque M, e sieno F, , F, , F3 i punti focali di esse giacenti 
sovra gli assi delle medesime coincidenti in direzione, sieno D', D'3 i piani direttori 
di F, ; Di*^ Di»^ i piani direttori di F, , e D^*' DJJ! i piani direttori di F3 , il pro- 
dotto deUe distanze di H dai tre piani D', , D^^ » D^^*^ eguaglia quello delle distanze 
di M dai tre rimanenti D'3 D^'^ m] . 

Teorema 4? Considerando il punto focale /, di una superficie di secondo grado 
priva di centro (S), ed i suoi piani direttori d^ d, , le distanze di un punto qualun- 
que di (S) da essi sono eguali e contrarie in direzione. 
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5. 

Divisa la disianza di due punti focali coojugati F^ , F, di mia deUe saperficie 
(S)' (S<) ^^ Vsisse su cui essi giacciono appaitenenie però ad una delle due ri- 
manenti superficie ortogonali (2a)i i^ rapporto cosi ottenuto chiamasi eccentricità della 
linea di curvatura determinata da (^a) sovra (^i) relativamente ai punti focali con- 
siderati F| , Fa- Ora dalle espressioni (10) (11) (13), e per Tequazioiii in coordi- 
nate ellittiche di una linea di curvatura si deduce il: 

Teorema 5? Per ogni punto M di una linea di curvatura di una delle superfi- 
cie 2 .(Si) <l^^rminata su questa da una delle due rimanesti» (]^)» il raggio fo- 
cale condotto ad una delle due sfere focali conjugate (centri F, , F.) diviso per la 
distanza del punto M dal piano direttore» piano polare del centro della sfera consi- 
derata relativamente a (^a) dà un quoziente costante ed eguale alla eccentricità della 
linea di curvatura relativamente ai punti focali F, , F,. Questo Teorema comprende 
il 7? di HeiUermann. 

Per le superficie (S) a causa delle relazioni (IO") sussiste pure il seguente : 

Teorema 6? Per ogni punto M di una linea di curvatura di una delle superficie 
S (Si), determinata su questa da una delle due rimanenti (SJ, il raggio locale con- 
dotto alla sfera focale diviso per la distanza del punto M dal piano direttore dà per 

quoziente l'unità. 

6. 

I raggi focali condotti da un punto qualunque di una superficie £ ^ ^HS'^ <^<^ 
pia di sfere focali conjugate hanno i valori : 

f; = [\/7^^ -H V'?^] V/^ per le sfere focali di £, ; 
9; = 1 — V , 9'; = X H- V, f, = •i^ZIi^ — VS^^^ •^ , 

,j»Y = •X"— e' -h \/c*— V» ^ZTi per le sfere focali di £, ; 

x; = x-^, xT = >-f-f*. x; = ^^^^=*'- •f?"=T», 

/; == •PZI? -f- ^^^ }/^ per le sfere focali di Jj (13). 
Questi unitamente alle equazioni delle linee di curvatura conducano al seguente .* 
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Teorema 7? Per tatti ì punti di una linea di curralura di una superficie di se- 
condo grado dotata di centro ^^ e secondo che essa è determinata dall'una o dall' 
altra delie superficie ortogonali e di specie diversa la somma o la differenza dei raggi 
focali condotti a due sfere focali conjugate è costante ed eguaglia l' asse ( reale od 
immaginario) della superficie che determina la linea di curvatura asse che contiene i 
centri delle due sfere focali considerate. Questo comprende il Teorema 8? di Heller- 
mann. 

Prendendo il prodotto dei raggi delle tre coppie di sfere conjugate appartenenti 
ad una superficie ^ si ottiene il seguente: 

Teorema 8? Il prodotto dei raggi delle tre coppie di sfere focali conjugate rela- 
tive ad una superficie ^ eguaglia il prodotto dei suoi tre semi-assi. 

7. 

Le tangenti condotte in M(x y %) punto d'intersezione delle tre superficie orlogo- 
gonali 2 ^'1^ ^^ I^"^^ <^i curvatura che in esso s'incrociano hanno per equazioni : 

yi= , j ; , ^ jr-= =s ^ , y , T,, tangente alla Imea 

di curvatura Ji'^^^S*"^' 

^^ ^^,3^eVc'-vV.'-6- ^ "^ W^' ' " "^'"'' "' *"'' 

di curvatura ^i<= 23=^® > 

^=^7P=IV?=77?=7'-^ W^^ ' ^" ''"''^""'' "'"'"'" 

di curvatura 2a==0 5)3=^- 

Designando ora con A, A', i semi-diametri di ^, paralleli alle tangenti T,,, T^s , 
con A, A'a i semi-diametri ^^ paralleli alle tangenti T,, T33 con A3 A'3 i semi-dia- 
metri di ^3 paralleli a T,3 T23 abbiamo 
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^3= •/x'— v»v/^ , A'3= v^X»— v»V^IIl (14) e per le (13); 

AJ =. ^; ^y == <p;,p;' = cp^^'^ = (^^ , AJ = (-^y =4^,^; --f.^,;' ==+i+'^ , 

A;*-(j^y=xUy = xUi = x!ixS (15); 

dalle quali si deduce il seguente : 

Teorema 9? Consideriamo la tangente (T^a) condotta in un punto qualunque M 
ad una linea di curvatura di una delle superficie £ (^J determinatavi da una delle 
due rimanenti, (^a), i raggi focali ad una coppia qualunque di sfere focali conjugate 
di quest'ultima superficie (^a) danno un prodotto eguale al quadrato del semi-dia- 
metro della prima superficie (^t)* (diviso per (^ — 1)' se immaginario) parallelo alla 
tangente considerata T,a • 

8. 

Considerando il punto qualunque M intersezione delle tre superficie S ed i piani 
tangenti a ciascuna di queste, le perpendicolari abbassate dall'origine delle coordinate 
su di loro hanno in coordinate ellittiche le espressioni : 



0,= — . ^ — perpendicolare sul piano tangente a S, , 

Pa= — i . — =. perpendicolare sul piano tangente a S, , 

2Vfl^-HTVp — or 



^3= — f , = perpendicolare sul piano tangente a Sj (11')- 

2vp-HtVT-f-<y 

Inoltre avremo ancora : 

« 

y,= — ^^ — 7=== — ' y» = "^ — / — normali abbassate dai punti focali di 

Vp— <r VpH-T 

Sa , S3 sul piano tangente a S, , 



y,= . » ya= -^ — i ' normali abbassate dai punti focali di 

S, , S3 sul piano tangente a S, , 
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yii-s — _- , yJ'ss-J- — s-sss normali abbassale dai punii focali di 

S, e di S, sul piano langenle a S3 (12'). 

Per le (11% le (9') e l'equazioni in coordinale ellilliche delle linee di curvalura 
delle superficie S» si ha il seguenle Teorema: 

Teorema 10? Se si prende per origine il punlo di mezzo della disianza che se- 
para i fochi delle sezioni principali nelle superficie S, considerando una linea di cur- 
valura di S, delerminalavi da S, , la perpendicolare abbassala dall'origine sul piano 
tangente a S, in un punto qualunque di essa M molliplicala per la radice quadrala 
del raggio focale di M relalivo alla sfera focale di S, dà un prodollo coslanle, qua- 
lunque sia M. - Queslo è analogo al bel Teorema di Joachimsihal sulle linee di 
curvalura delle superficie di secondo grado dotate di centro. Per le (12') si ha ancora 

Teorema 11? Considerando una linea di curvalura di S. determinatavi da S,, 
la perpendicolare abbassata dal punlo focale F, di S, sul piano tangente a S, in un 
punto qualunque M di essa divisa per la radice quadrata del raggio focale di M re- 
lativo alla sfera focale di S, è costante qualunque sia M. 

Teorema 12? Considerando il piano tangente in vtù punto qualunque M di una 
delle superficie S, (S3) le perpendicolari abbassate su questo dai punti focali delle 
due rimanenti superficie (S,) (S,) che passano per M danno un prodotto costante. 

9. 

Considerando il punto qualunque M intersezione delle tre superficie ]^ ed i 
piani tangenti a ciascuna di queste le perpendicolari abbassale dal centro comune su 
di loro hanno in coordinate ellittiche le espressioni : 



^X* (X* b*) (X* e' ) 

P,= — . j normale abbassata dal centro sul piano tangente a V, , 



U„» (u* b* ) (e* iO 

P. =—— £-_ :_ . normale abbassata dal centro sul piano tangente a V. , 

Jy*(b* V*)(C* V*) 

P3= — .: '. ^ normale abbassata dal centro sul piano tangente a ^3 (16). 

Inoltre avremo : 



Tom. II. n: 1. 1859. 
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*•' — —^"'" TP^p *^" "" 7ii=? ' 

* VX"— 6' Vi'— C 

per le normali abbassate dai punti focali di 2, di ^g sai piano tangente a ^, ; 



per le normali abbassate dai punii focali di ^^ , ]^3 sul piano tangente a 2, ; 

^a3^== *^3 > ^23 = /., ,,/^ =T ^*^3> ^23= /-r r /-= = *^3 

normali abbassale dei punti focali di ]^, , 2, sul piano tangente a ^3 (17). 

Per le equazioni (15) (16) e per quelle relative alle lince di curvatura si ha il 
seguente teorema: 

Teorema 13? Considerando una linea di curvatura di ]^, determinatavi da ^2 ? 
la perpendicolare abbassala dal centro sul piano tangente a ^i in un punlo qualun- 
que M di essa molliplicata per la radice quadrala del prodotto dei raggi focali re- 
lativi ad una coppia di sfere focali conjugale di ^2 è costante qualunque sia M. — 
Questo e il Teorema di Joachimsthal enunciato in un nuovo modo. Quindi dalle re- 
lazioni (17) si deducono parimenti i seguenti teoremi : 

Teorema 14? Considerando una linea di curvatura di 5)i determinatavi da ^^ 
ed il piano tangente a ^, in un punto qualunque della medesima M , il rapporto 
delle perpendicolari abbassate su di questo da una coppia di punti focali conjugali 
della superficie ]^2 eguaglia il rapporto sussistente frai raggi focali condotti da M 
alla coppia delle sfere focali conjugale di ]^2 che hanno i punti focali considerati 
per centri. 

Teorema 15? Considerando una Hnea di curvatura di ^, delcrminalavi da ^2 ed 
il piano tangente a ^, in un punto qualunque della medesima, M, il prodotto delle 
perpendicolari abbassate su di queste da una coppia di punti focali conjugali di ]^, 
è costante, qualunque M. 
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10. 
Dalle espressioni (17') si ottiene 

H "^ ^11 II "^ li 'il "^ 'n ai ^^ ai ai "^ ai "ai "^ "ai *" i » 

*;. + a;, = e'„ + s'.', = «i. + v;. = a;, + aj. = ec. = 2P. , 

*'.3 + *;', = <i -<- <3 = <3 + «'.'3 = ''ka + K, = ec- = 2P, , 
e perciò 






ec. : 



donde 

Teorema 16? Considerando una linea di curvatura di 2, determinatavi da ^^ 
ed il piano tangente a ^, in un punto qualunque M della medesima, se su di que- 
sto si abbassano le perpendicolari da una coppia di punti focali conjugati di ^2 ? 
F', , F"a e se da M si conducono i raggi focali alla coppia di sfere focali conjugate 
di 2 2 aventi per centri F', F", , le medie aritmetiche dei raggi focali e delle per- 
pendicolari saranno proporzionali alle medie geometriche di queste medesime linee. 

Se in un punto qualunque M intersezione delle superficie ^ od S si conducono 
le normali a ciascuna di queste, le porzioni delle medesime comprese fra il punto M 
ed i punti ove tagliano i piani principali delle superficie a cui appartengono sono 
espresse in coordinate ellittiche da; 

^X*(X>— ft*) V^X*(X^— e") 

N3,= . . ^X* — /tx^V^X* — V* per la normale a J, rispetto ai piani 

yA O V^ ■ C 

5= 0; Y) = 0; 1 = 



N3,= ^ ^X'— juc*^^fc*— v' per la normale a 2^ rispetto ai piani 

5 = 0; Yi = 0; 1 = 
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yv*(y*— ^») V^v*(C*— V*) 

N33==- 7^ ^ .,--= :.^^fx* — v'^X* — V* per la normale a S3 rispetto ai piani 
yft* — V yc — V* 

'^-^ i^^^ '~-=-;^v^^^^ 

2^0— <T/ / 2^0H-<T./— ./— 

n„ = / Vg-f-TVp"-o- , n„=— 7=- yv-hrVp—tr ; 

Va-hv Sa— 9 

2v/T-f-a ,r—.r— 2^x—aj / 

n,3 = j Vp+tVt+o- , 11^3= y Vp4-TVT4-g 

per le normali alle superficie S, , S^ , S3 rispetto ai piani C=0, y)=0. Laonde si ha: 
Teorema 17? Se in un punto qualunque M della linea di curvatura apparte- 
nente alla superfiòie (2,) determinatavi da (^a) si conduca una normale a ^^ la 
porzione di questa compresa fra il punto M ed il punto ove taglia uno dei piani prin- 
cipali della superficie ^a divisa per la radice quadrata del prodotto dei raggi focali 
condotti da M ad una delle coppie delle sfere focali conjugate di ^^ è costante qua- 
lunque sia M. 

Teorema 18? Se in un punto qualunque M della linea di curvatura appartenente 
alla superficie (S,) determinatavi da (S,) si conduce una normale a (S,) la porzione 
di questa compresa fra il punto M ed il punto ove taglia uno dei piani principali 
della superficie S, divisa per la radice quadrata del raggio focale condotto da M alla 
sfera focale di S, è costante. 

Posto 

raggi delle sfere (6) focali di ^i > 

n,, = — — — , n,, = — . — ^ , i\3a = ;- =— > 

i quali moltiplicati per ^— 1 danno i raggi delle sfere focali di ^a > 
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raggi delle sfere focali di ^s > ^^ 

r, = 2V'p>-a» , r, = 2^ò^^=? , r^ « 2^?=^» , r. , r.V^l , r, 
raggi focali delle sfere focali di S, , S, , S3 ; abbiamo le relazioni : 

R3.N,, y^ R„N„ v^; N3,R„ •JTif ^. 

n„r, p — g V^a 

— = • -3= » ee. 

n„ r, « — <y V^, 

dalle quali si ricaverebbero nuovi Teoremi. 
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MEMOIRE 

SUR LA FIGURE DE LÀ TOffiE CONSIDÉREÉ COME PEI) DIFFERiWE D'IME STHlSE 

PAR M. OSSIAN BONXET 

répetiteor à TEoole Polytechnique de Paris. 

On sail quc Laplace aprés avoir démontré dans le livre IH de la Mécanique Ce- 
leste que la terre dans le cas où on la suppose primitivemenl fluide, pcut avoir pour 
figure celle d*un ellipsoide de revolution aplati par les póles, s*esl ensuite propose 
en ne faisanl que riiypothòse d*une figure très-peu differente de la splière, d'établir 
directement certaines relations qui permettenl de comparer les resultats de la Ihéorie 
avec ceux de Tobservation. 

L'analyse que Fillustre geometre a employce pour cct objet est tròs-remarquable, 
mais elle n'est pas exempte de quelques difficultés; j*ai remarqué qu*en s'aidant des 
découvertes qui ont ctc faites depuis sur la théorie des surfaces, il ctait possiblc de 
parvenir aux resultats de Laplace d*une manière beaucoup plus simple. Cesi ce que 
je me propose de faire voir dans ce mémoire. 

1 . Soit une splicre s, dont nous prendrons le rayon pour unite. Rapportons cette 
sphère à Irois axes rectangulaires ayanl leur origine au cenlre o , et appellons x^ , 
y, , 2, les cordonnces d*un quelconque m, de ses points. Soit, en second lieu, une 
surface s peu differente de la sphère s^ et que nous regarderons comme la surface 
de la terre, rapportons la aux mcmes axes de cordonnées, et dcsignons par x, y^ z 
les cordonnées du point m de celte surface qui est situé sur le rayon passant par 
le point tHi de la sphère. Nous pourrons poser 

(1) X = a5,(l -f- aeu) 

(2) y = y,{ì -f. au) 

(3) 2 = 2,(1 -f- au), 

a etani un nonibre positif assez petit pour que Ton puisse regarder comme nulles 
ses puissances supérieures à la première , et u représentant une certaine fonclion , 
loujours finie, des deux variables indépendantes qui fixent la position du point m, de 
la sphère. Ces deux variables dont u est suppose fonclion pourraient étre choisies 
d'une infinite de manières; nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ce sont les 
deux angles du système de cordonnées polaires; c*est à dire Tangle positif et moin- 
dre que tt que forme om avec 02, et l'angle 9 positif et pouvant varier de h2n 
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que forme le pian zonit avec le plao %ox. Il faudra dés lors se rappeler que 

(4) 0?,= sin 6 COS9 , 1/,= sin d cos 9 , z,= cos 9 ; 

et en rempla^anl dans les équations (1), (2), (3), x^ 1/, z, par ces valeurs, on aura 
les Irois cordonnées x, y, 1 d*un point quelconque de la surface considérée cn fon- 
tion des deux variables indépendantes 9 el f. 

Faisons la somme des carrés des équations (1), (2), (3), on Irouve 

(5) x'-h y'-f- «'= 1 -f- 2att 

en remarquanl que a;' + t/f 4- z^ = 1 et négligeanl le terme oc^u* qui contient le 

carré de a. Si dans celle équation on substitue aux angles et (p qui enlrent dans 

u les valeurs déduites des deux prcmières des équations (4) , après avoir rempla^é 

dans ces équations x^ par Xj y^ par t^, ce que Ton a droit de faire puisque Talté- 

ration qui en résulle pour 9 en <f est de Tordre a par suite l'altéralion de 2au de 

du àu 
Tordre «*, les dérivées parlielles -j- > -j— étant supposécs toujours finies de méme que 

dv wf 

la fonclion u, nous aurons Téqualion en coordonnées reclangulaires de la surface s. 

Nous considérerons pour déGnir la surface «, lantót Ics équations (1), (2), (3), 
et alors u sera une certaine fonction de 9 el 9 et x^ ^ y, , z, devront étre rempla- 
cées par leurs valeurs déduites des équations (4), tantót Féquation (5) , et alors u 
sera une fonction de a; et de y ottenne en rempla^ant dans la première valeur de 
u, les angles et 9 par les valeurs qu'on déduit des deux premicres des équations 
(4) après qu'on a remplacé dans ces équations x^ par x et y^ pary. 

2. Différentions Ics équations (1), (2), (3), il viendra 

dx = dx,(l -f- om) 4- «ajjdtt , 
óy = dy^iì -h ocu) -h ay^du , 
dz = dz,(l -H att) -h az,dtt ; 
ajoutant après avoir élevé au carré, et remarquanl que 

«f -♦- v! + *! = * » x,dx,-h y^dy, H- z,dz,= , 
on a 

daj'-h dy'-f- dz»= (dzj -|- dt/J -f- dzj)(l -f- att)*-f- «'du» , 

ou bien, en négligeanl les lermcs en a' 

dx*-h dy*-f- dz»= (da:f -f-dyj 4- dzj)(l -f- 2att). 

Mais da?* 4- dy* 4- dz^ est égal au carré de lelément linéaire de la surface s, 
dxl ■+• dyl 4- dz^ au carré de Télément linéaire de la surface s^ , donc en appelant 
ds el d«, ces deux element on a 
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dà»^ àsl (1 -1- 2«tt), 
«t par suite 

ds=dSx (^ + 2au)S 
oa bien 

(6) d« » d«, (1 + ov) 

en négligeant les termes qui contienneot a* en facteur. 

Olì sali que d^^ s*exprime trés-simplement eo fonction de 9 et de f et que Ton a 

d«j=8in*edi|>*-f-de'; 
on conclut de là 

(7) d«»= (8in»0 df 4- dfl»)(l 4- 2«ii) , 

ce qui fait connailre la carré de rélément iinéaire de la surface «, en fonction de 
9 et <p. Celle vaieur nous sera utile dans la suite. 

3. Comme dans Texpression de d«', en 9 et ^ , il n*enlre pas de terme conlcnant 
le rectangle dd d^, on peut conciare, comme Ton sail, que les courbes tracées sur la 
surface 8 et représentécs respeclivement par les équalions 

(f z= const. et 9=. consl. 

forment deux systèmes de lignes orlhogonales , on voit méme en meltanl la vaieur 
de d«' sous la forme 

ds>== (1 4- 2att) sen*fl.[ d9'4- (d log. tang. \9)'] 

que les courbes peuvent diviser la surface s en carrés inGniment petits, en les cspa- 
^ant convenablement. 

4. Au moyen de la formule (7), nous pouvons calculer faciiement les courbures 
géodésiques des courbes 9 = consl. , 9 = const. de la surface, et reconnaitre si les 
courbes <f = consl. soni des lignes géodésiques , et si les courbes 9 = consl. onl en 
chaque point méme courbure géodésique , comme cela a lieu sur la sphòre «, . En 
effel, d'aprés une formule de nolre Mémoire sur la théorie generale des surfaces qui 
fait parlie du XXXII: "* Cahier du Journal de TÉcole Polytechnique, on a 

1 dàs 

p, ds ^ff ' 

1 

— représenlanl la courbure géodésique d*une courbe quelconque, ds l'élémenl de celle 

courbe d ds la variation de cel élément pour un déplacemenl infiniment petit effectué 
sur la surface et normalement a cel élément, enGn da etani Télément Iinéaire correspon- 
dant au déplacemenl normal. Or si nous considérons d*abord la courbe <p = const., 
nous aurons 

ds*= (1 + 2«ii)d0* , 
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d'aà 

df ' 
pais 

^9=- (1 4- au)8m 9 df ; 

par conséqaent la courbure géodénqne — sera 

dtt 

J^^ % 

p^ '^ sin 9{i H- au)(l H- 2au) * 

ou en négligeant ies termes qui conliennent a* en facleur, 

dtt 
1 *d« 

(8) — = r\ ' 

^ ' p^ Sin 9 

Considérons, en second lìeu, la courbe 9 <=: consl. On a 

d«'== (1 H- 2«tt)8in*0d9* 



d'où 



ds dds = I a-TT sìn*0 + (1 4- 2ocu) sin $ cosd Idddf' 



puis 

^9 = (1 + «tt)dfi; 

par conséquenl la courbure géodésique — sera 

a— 8Ìn*0 4- (1 -+- 2att) sin fi cos fi 



p9 sin'fi(l 4-att)(l + 2«u) 

et en négligeant Ies termes en a* , 



1 / dtt\ 

— = COtfi — al tt COt fi — Tri', 
P9 \ dfi/ 



nous donnons ici le signe -h au second membre, pour une raison qui se trouve in- 
diquée dans le mémoire cité et sur laquelle il est inutile d'insister. 

5. Gherchons maintenant l'équation en fi et 9 des méridiens et des parallèles. — 
Si la terre était sphérique Ies méridiens seraient Ies lignes représéntées par Téquation 
f ss const et Ies parallèles Ies lignes ayant pour équation fi = const. Mais il n'en est 
pas de méme dans rhypolhése où nous nous sommes placés, comme nous allons le 

Tom. II. N? i. i859. ^ 
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faire voir. Remarquons d'abord que par mérìdìen on doit enlendre ici le lieu des poinls 
de la surface de la terre pour lesquels le zénilh se trouve sor un méme méridien 
celeste, ou en d'aulres termes la coarbe de contact d'un cylindre circonscrit à la sur- 
face de la terre et dont les génératrìces sont perpendiculaires à un pian passant par 
l'axe des z; quant aux parallèles ce sont évidemment les lìeux des points pour lesquels 
la latitudc est la méme, en appelant, bien entendu, latilude le complément de l'angle 
que la normale à la surface forme avec l'axe des póles oa l'axe des z. Gecì pose, 
clierchons d'abord l'équation des méridiens. L'équation en coordonnées reetangulaires 
de la surface de la terre, est comme on l'a vu plus haut 

a?*-f- y*-*- »*= 1 -4- 2«tt, 
u etani considéré comme fonction de x et de y. De là on tire pour l'équation du pian 
tangent an point x, y, z, 

(X -«)(*- ag)+ (Y -»)(»-« g)-H (Z -»)* = 

X, Y, Z étant les coordonnées courantes. La trace de ce pian sur le pian des xy esi 

Or, pour que le pian soit perpendiculaire an pian passant par l'axe des z qui fait 

l'angle / avec le pian zoxy il faut et il sufQt que sa trace sur le pian des xy soit 

perpendiculaire à la trace sur le méme pian des xy du pian passant per l'axe des z, 

trace dont l'équation est 

Y = Xigl; 
on a donc 



(10) 



»-«^-*»"8V-"S) = " 



Telle est l'équation du méridien correspondant à la longitude l, en coordonnées ree- 
tangulaires. Mais il faut avoir cette équation en et f . Pour cela je remarque que 

du du d$ éu d(p du du dO du df 

do; d9 dx dy A» * dy de dy d<f dy 

Or, puisque x ei y remplacent Xi et y^ dans u, on a 

X = sin 9 cos(f 9 y ss sin 9 sin 9 ; 

donc 

de . ^ . do» - .» • d^ . • /» d? 

1 == cos 9 cos -; sm sin • —-> = cos © sin • -7- -♦- sm fi cos <p •— » 

^ dx dx ^ dx dx 

dfi . « . d<p . /, • d^ . • « ^ <*? 

= cos 9 cos 9 -; sm fi sm 9 T^ , 1 = cos fl sm 9 t- 4- sm fl cos 9 -p- • 

^ dy ^ dy ^ dy ^ dy 
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De là on tire 

éO C08 f df sin f dO sin f df cos f 

d(f coso' ex sino' ày cosO' éy sinO' 

et par conséquent 

dtt dtt cos f dtt sin f du éu siny du cos f 

àx do COBO df sin dy dd eos 9 df sin 

dtt dtt 
Mettant dans l'équalion (10) à la place de ^ et -r- ca valeurs, et i la place de 

df et if les valeurs (1 — cctt) sin 9 cos f , (1 + «v) sin 9 sin f , il Tient 

dtt dtt 

[éO do 1 

jj^ SÌn((p ~ I) 4- jjr^ C08(9 — l) 

d'où 

dtt 

tang(<p — = 2 



dtt 

sin 1 (1 + ott) sin -^ a 1 

L cosfij 

et en négligeant les paissances de a supérieures à la première 

dtt 

ou mieox encore, f — / étant du méme ordre que a , 

dtt 

(11) y-/ = 



sin'd 



G*esl là en fonction de et de ^ i'équation d'un méridien quelconque. Dans cette 
équalion / est une constante qui représente la longilude comptée à partir du pian %ox, 
Gherchons maintenant la latitude d'un point quelconque de la surface «, en fonc- 
tion des deux mémes variables 9 et f. Le cosinus de l'angle de la normale à la 
surface s au point x, y, z avec l'axe des póles ou des % est d'abord en coordonnées 
rectangulaires 



\/(*--èH''-"Sy 



*> 



-+-«' 
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ouy en négligeant le carré de a sous le radicai et remarquant que 

«*H- y*H- x*= IH- 2«tt , 
il vient 



v/l — 2a (x 



dtt dtt 

d«"*"^dy 






Subslituant aux coordonnées x, y, % et aux dérivécs -r-» -r- leurs valeurs en fon^ 

óx Qy 

ction de et de 9, on a 

(1 + aii)cos 



V* -*-2«(-J|-tange-u^ 



et, en négligeant les puissances de a supérieures à la première 



CO8 9 + a "37"**"* ^ • 

dv 



Ainsi X etani la latitude, on a 



sin A = cos d 4- « -rr «m 9 • 

do 

ir 
Celle égalilé montre que - = X et d différent d*une quantité qui est de Tordre de a 

et doni on peni par conséquent negliger les puissances supérieures à la première. 
Cela pose rempla^ant dans le premier membre de Téquation supérieure X par 



:-.-(|-,-.) 



et développanl par la sèrie de Taylor suivant les puissances de - — X — , on 

trouve 

ir dtt 

(12, --X-fl -. 

Telle est Téquation très-simple qui représenle en d et ^ le parallèle correspondanl 
à la lalitude X. 

6. On peut arriver aux équalions (11) et (12) d'une manière beaucoup plus sim- 
ple en n'employant que des considérations géomélriques. 

Soil m un poinl quelconque de la terre et mX, mY (*) les courbes 9 = const. 
9 = const. qui passent par ce poinl de telle sorte que mX soit rinlerseclion de la 

(*) Le lecteur est prie de tncer Ini méme la figure. 
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terre avec le céne engendré par la rotation de om autour de 02. Soit en ovAre, m, 
le point sitné sur om et appartenant à la sphére s, dont la surface de la terre dif- 
fere très-peu, et m, X^ , m, Y^ les coorbes analogues i mX et mY sur cette sphére. 
Menons la verticale mN du point m, c*e8t-à-dire la normale à la terre en ce point» 
et cherchons d*abord l'angle de cette ligne avec 02. L*angle de la normale mN avec 
le pian %om est de 1 ordre a, on peut donc substituer à l'angle cherché l'angle que 
fait 02 avec la projection mN' de mN sur le pian zom, car la différence de ces an- 
gles est de Tordre du carré de l'angle de mN avec le pian %om ou de l'ordre a'. 
Or l'angle de oz avec omN' est égal a l'angle de oz avec om ou plus l'angle de 
om avec mN'; d'ailleurs ce dernier angle est égal k l'angle forme par la tangente à 
la courbe mX au point m avec la tangente a la courbe m, X, au point m^. Reste 
donc à trouver cet angle : Soient mt et m. /, les deux tangentes dont il s'agit, pre- 
nons sur ces tangentes deux points p et p^ situés en ligne droite avec le point et 
trés-rapprochés respectivement de m et de m, de manière que p puisse étre consi- 
déré comme appartenant a la courbe mX, et p^ comme appartenant à la courbe 
m, Xi ; m, /, élant perpendiculaire à om on aura en négligcant les quantités de l'or- 
dre a*, 

angl(m/ , m, I,) = ^^lZ-^; 



m, 



mais 



mm,= ott, fp.= «(» -f-^d0j, m,|>,= d0, 

donc l'angle cherché est 

du 

de 

donc l'angle de la normale mN avec l'axe des póles ou le complément de la latilude 
est donne par la formule 

2 de 

eomme nous l'avions obtenu pltis haut. 

Cherchons maintenant la longitude. Considérons par le point m, en méme temps 
que la normale mN à la terre et la tangente mi à la courbe mX, la tangente m$ 
a la courbe mY. Adjoignons de méme a la normale om^ de la sphére de «, et à la 
tangente m, I, à la courbe mX , la tangente m, «, à la courbe m^ Y. . Ces trois 
demiéres droites formeront une systéme de trois axes rectangulaires , de méme les 
angles Nml, Nm« seront droils, mais le troisiéme tms des anglcs formés par les trois 
droites mN, m/, ms ne sera pas droit. 
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Appelons mainlenant a, b, e les cosinus des angles de mN avec les trois axes 
m, r, , m. «, , om^ ; a', b\ e' les cosinus des aogles analogues relatìfs à mt ; a" , 
b'\ e" le cosinus des angles analogues relatifs à ms. On aura: 

aa' H- bb' + ce' = , oa"-f- W-f- cc"= 0; 

ou bien en remarquant que e = a! =b"= 1, aux quantités près de l'ordre «*, et 
(|ue les six autres cosinus sont des quantités de l'ordre «, 

a 4- c'= , ò 4- c"= ; 
mais e' , c*est-à-dire le cosinus de l'angle de mt avec om est connu et égal à a — , 

comme on l'a vu plus haut; e", c*est-à-dire le cosinus de ms avec om peut égale- 

dtt 

et 



ment étre délerminé simplement, et Ton trouvc . \ * donc 

■^ sin0 

àu 

àu , d<p 

a = — «-7r-> = 



àO sin 

Ceci pose, soit un pian quelconque passanl par oz et faisanl un angle l avec le pian 
zox. Menons par le poinl m, une droite m^h perpendiculaire à ce pian, l'angle de 
m^h avec m, s, sera égal évidemment à f — l , l'angle de cette méme ligne avec 
nti I, peut aussi très-facilement étre calculé, car le trièdre forme par m, fc, , m, s^ , 
m, ti donne 

cos hmj /, =sin hm, «, cos(fcmi «, , ^imjS,)= sin (<p — /)cos 6-, 

de là on tire pour le cosinus de m^h avec om 

cos hmim = sin((p — /)sin 9 

en se rappelant que le carré de ce cosinus ajouté aux carrés des cosinus des angles 

de m^h avec m, 5, et m, r, doit faire 1. Pour exprimer maintenant que le pointm 

a pour longitude l, il faul écrire que la normale mN est perpendiculaire à nii^, c'est- 

à-dire que la somme des produits des cosinus des angles que ces deux droites for- 

ment avec les trois axes reclangulaires m, I, , m^s^, om^ est égale à ; il vient 

aiosi 

dtt 

sin(9 — Q sin — a sin (o — l)eos$ -rr — «cos(<p — ì) -r-^ = , 
ou bien en négligeant les quantités de l'ordre e^ 
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du 

^ sin'fl 

comme on l'a déja trouvé. 

7. li esl utile de connailre aussi en fonclion de d et 9 la yalear de l'aziinutli 
pour les différents points d'une ligne tracée sur la terre. Définissons d'abord nettement 
ce que l'on appelie azimulh. Or par azimulh correspondant à un élémenl d'une li- 
gne tracée sur la terre, on doit entendre évidemment l'angle que fait cet élément avec 
le pian du méridien celeste qui passe par Tune de ses extrémités, c'est-à-dire avec le 
pian conduil par la normale a la surface à cette extrémité, et parallèlement à la ligne 
des pòles. Cela pose, soit mm! l'éléoient de la ligne considérée, mN la normale à la terre, 
mv le parallèle à la ligne des pòles mene par le point m , enfin mm" le premier 
élément de la trace du pian omN sur la surface de la terre; l'azimuth cherché sera 
l'angle m'mm'\ Pour le trouver soit encore mm"' l'élément issu de m, de la courbe 
9 = const. qui passe par ce point, ou ce qui revient au méme, de la trace du pian 
omv sur la terre ; le trièdre forme par mv , mm' , mm" qui est rectangle sutvant 
mml\ donne 

sin m^'mm'" = 8iftfm"'mi; , m''mt;)sin m!"mv. 

Or l'angle {m"'mv, m"mv) est égal à l'angle 9 — l {l étant comme précédemment la 
longitude du point m), m"'mv peut étre remplacé, d'abord par m"mv auxquantités 

près de l'ordre a* , puis par ^ + ^ aux quantités près de l'ordre a, donc 

sin ml'mm^'= (y — l)eos , 
ou plus simplement 

m"mm'"= (9 — 1)008 6 

aux quantités près de l'ordre a', puisque 9 — /est de l'ordre de a. Maintenant , 
l'azimutb m'mm" se compose de l'angle m'mm"' que l'élément mm' fait avec l'élé- 
ment mm" de la courbe 9 = const. plus de l'angle m''mm'"; ainsi, appelant K l'azi- 
muth, i l'angle de la courbe considérée avec la courbe 9 = const, on a 

C = t -f- (9 — l) coso ; 

ou en rempla^ant (9 — /), par sa valeur obtenue précédemment, 

(13) 5 = t -4-a -;— - --_. 

sm e df 

Cette relation contient encore l'angle i d'inconnu; mais on sait que rien n'esl plus 
facile que de trouver cet angle quand on connait l'équation de la courbe, aux élé- 
ments de laquelle cet angle correspond. En effet, on a 
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sin 9 d« 

et si 

f(Q, 9) = 

est Téquation de la courbe» on trouve 

AB 
tangt = := — jj- . 

df 

8. La formule (13) nous sera très-utile dans la suite. Montrons immédiatemenl 

comment on peut s*en servir pour trouver la ligne eji tous les poiots de laquelle 

l'azimuth est nul, ligne qu'il ne faudrait par confondre avec le méridien. On a ici 

C = 0, dono 

. cos d dtt 

sin'd d^ 

ou bien, en négligeant des quantilés de Tordre a' , 

cosO du 
tang t = — « -— ^ -T-; 
^ 8in*5 d^ 

mais 

d(p cos du , 

Ui.g.==8ine jl-, donc d, = - « J5JJ5J jj^ dfl . 

Tello est Féquation différentiellc de la ligne cherchée. On peut ramener^ dans Thy- 
pothése où nous nous pla^ons , Tintégration de cette équation aux quadratures ; en 
effet Féquation méme montre que les varialions de (p sont de Tordre de «, on peut 

donc negliger ces variations dans ^— qui est muUipIié par a et regarder cette fonction 

comme ne contenant que B de yariable, on a alors 



J^^cose dtt ^^ 



^o » ?o é^^nl les yaleurs iniliales de B et <p. Si la dififérénce B — B^ est assez pe- 
tite pour qu'on puisse regarder comme nul le produit de son carré par a, on trou- 
vera en développant le second membro, par la sèrie de Taylor, suivant les puissancet 
de B'-B^, 

/« « V cos0o/dt«\ 

(■T— I étaiit la valeur de -r- pour d = 5^ , © = <p- . 
d<p/o d(p 
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9. Arrétons nous un instant à déduire, des équalions des mérìdiens et dea pa- 

rallèles obtenues au n? (5) , plusieurs propriétés qui sans avoir lear application en 

geodesie, présentent néanmoins quelque inléret au point de vue de la geometrìe. 

Prenons Téquation 

dtt 

^ sin 

d'un mérìdien quelconqne, dans la quelle l est une constante représentant la longi- 
tude. En la différentiant nous trouvons 

( d*tt \ d'tt 

dq> dfi cos 9 dtt I .^ d©* , 

sm'd sin'0 d(f / sm*© ^ 

et en négligeant Ics termes en a'» 



' \8in»e gin'fl df / 



(14) 

Soit t l'angle varìable que le mérìdien fait avec les courbes 9 = const, on sait que 

sin 9 do 

d(p 
Le rapport différentiel -r~ se rapportant au mérìdien, donc en substituant à ce rap- 

port la valeur que l'on déduit de l'équalion (14) il viendra 

d*tt 



tang 



,== 4 É?if «.2— —I 

\sin© sin*d d<j)/' 



dette équation montre que tang i et parsuite i sont de l'ordre de a, on pent donc 
avec l'approximation à laquelle nous nous soumetlons rempla^er tang t par t, on trouve 
ainsi plus simplement 

d>tt 



(15) 



. __ I dgdy ^ coso éu I 
\ sin fi sin*fi d^ /• 



Prenons, en second lieu, Téquation d'un parallèle 

dtt TT ^ 

àe 2 

où X est une constante représentant la latitude. En différentiant, il vient 

Tom. II. N: 1. 1859. ^ 
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d5d(p ^ de* 

et en négiigeant les termes en a^, 

(16) de - a :^ d9 == 0. 

de d<p " 



Soit i ( l*angle variabie que le parallèle forme avec les courbes B = const., on aura 

de 
tang t j = . ^ ■ , 
" sin e d(p 

le rapporl différentiel se rapportant an parallèle considéré, dono en substituant à ce 
rapport la valeur que Fon déduit de Téquation (16), il yiendra 

d'tt 



H ded<p , 

», = «—: — j- 



tang . . . ^ 

" sin e 

ou bien en rempla^anl lang t*, par f^ , qui n'en diffère que d*une quantilé de Fordre a^, 

d'tt 
., de d<p 

sin e 

Si on appelle », l'angle variabie du parallèle avec les courbes 9 == const. , il est 
dair que 

on a donc encore 

d^tt 



(17) ,,__--«-_. 

Les angles que les méridiens et les parallèles forment avec les courbes 9 = const. 
étant connus , on en déduit en prenant la différencc, la valeur de l'angle sous le 
quel les méridiens et les parallèles se coupent cntr'eux, on trouve ainsi en appelant 
cet angle , 



(18) 
La fonction 



/j!!1L \ 

TT a [ ^^^9 COS e du I 

2 \ sin e sin^e d^ / 

I dQdy cose du I 

\8ine sin'e df/ 
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doDl dépend l'angle &> et que Ton pcut meltre sous la forme plus simple 

dtt 

sin B d<p 

a ; =- 

d0 

est très-imporlante, nous la relrouverons plusieurs fois dans la suite quand nous nous 
occuperons des lignes géodésiques. On peut remarquer que Féquation (18) re vieni à 

d. -r 



I0d<p cosd dtt I 

lin 9 sin*© d<p / 



. d0 d<p cos d dtt I sin d d<p 1 

(19) al -r^ r-rr :r- / = « T. ' = - COS w 

^ ' ^ sin0 sin^e d<p/ d0 2 

en négligeant toujours, a*. Ainsi la fonction 

dtt 



d. 



sin B dop 

a ; - 

dd 

esl la moitié du cosinus de Fangle sous lequel se coupent le méridien et le paral- 
lèle passant au point (0, (p). (Sarà continuato). 



SUR L'ABAISSENENT DE LWTION lODUtAIRE DU HUITIÈNE DEGRÉ. <*> 

J'ai entreprìs le calcul de la réduclion de réqualion modulaire de 

huitième degré au septiéme, et yoici le résullat définilif auquel je viens d'étre anné. 
Soit fait, en introduisanl la variable 6> (**) , u= (^((ù) , les huit racines v seront : 

(p(7&)), etipi = 1 le nombre entier m étant pris suivanl le module 7. Cren 

prenanl en premier lieu : 

■=k'-K?)]['(=^)-'("-^)] 

r /o) -h 16.2\ /o) -4- 16.6 \-| r /o) + 16.4\ /w -f- 16.5\"| 

et en second lieu : 

.■=[,<'..-<i)][,C-±^)-,(^^)] 

(*) Da una lettera del Sig. Hcnnite al Prof. Brioschi. 

{**) Vedi « Comptes Rendus de rAcadémic drs Sciences. T. 46, pag. 510. B. 
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je troave qne % dépend de cette éqnalion du septiéme degré, savoir : 

«'— 4*.7*. idi. «i**. «*— 4*. 7*(«— 3)ifc»Jk'»x 4- 4«.7V^. Wfe^^l— **-*.ik*) =0 

(X étant . Et z' dépend de l'équation tonte semblabie que l'on en déduit en 

changeant le signe da radicai ^ — 7. Le fait analytiqne essentiel dans cette question, 
n*e8t pas tant ce me semble dans Tabsence d'un certain nombre de termes de cette 
équation; ce qui me frappe le plus c'est qu'il se présente deux types d'équations da 
septième degré résolubles par les fonclions elliptiques , et je vais essayer de vous 
faire yoir jusqu'à quel point on doit les considérer comme distincts. Pour cela je vais 
definir avec précision quelles sont les fonctions non-syméiriques des racines z ou des 
racines z' qui s'expriment rationnellement par les coefficients> et tous reconnaitrez qae 
ces fonctions analogues sans doute , ne contiennent par les mémes permatations des 
racines. A cet effet, et suivant Tusage je represente par z^^ , l'indice x étant un nom- 
bre éntier pris suivant le module 7, les diverses racines z; pour abregér je pose encore: 

9{x) = 2«*— a^ (mod. 7). 

Cela pose, les fonctions non symétriques des racines, et qui s'expriment rationnelle- 
ment par les coefficients, sont celles qui demeurent invariables par les substitutions: 

(A) Zjp f ^mx-^b 9 2«0(jr4-6)^ 9 

a étant un résidu quadratique de 7, ò et e deux entiers quelconques. Les formules 
(A) représentant ainsi 3.7 + 3.7^=168 substitutions différentes , formant suivant 
Texpression de M." Cauchy un système de substitutions conjuguées. Or en passant à 
réquation en z', il faut remplacer la fonction 6{x) par celle-ci : 

e'{x) = — 2ir»— «^ (mod. 7) 

ce qui conduit à un second système de 168 substitutiones conjuguées, savoir: 

( A ) Z jp , Z jrtfcf^ f Z mtf(x+b)e 

et il s'en suit qu*il existe non seulement un type, comme Tavait dit M.' Kronecker (*), 
mais deux types de fonctions de sept lettres possédant trente valeurs distinctes. Rien 
de plus facile d'ailleurs à démontrer que (A) et (A') sont des systèmes de substitu- 
tiones conjuguées; cela resuite des congruences suivantes, où a est tonjours suppose 
résidu quadratique de 7, savoir: 



(*) Monatsbericht der Akademie lu Berlin. Aprii 1858. La fimiione del Sig. Kroneeker riquue in-< 
variabile per le sostituiioni del nstema (A'). B. 
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6{ax) = a*e(x) , fl[m -H «(«)] s 2m*fi ( h «) -h Consi. 

tì(ax) = a*e'(aj), ©'[m 4- ^(»)] = 2mV( h » ] -+- Const. 

Dans ces congruences les fonctions B(x) » 0'(x) enlrent comme voos le voyez absoiu- 
meni de la méme manière. La Ihéorie de l'éqaation modulaire du douxième degré, 
conduit à des résultats analogaes que j 'espére pouvoir tous communiquer dans une 
aulre occasion. En m'occupant de celle recherche j'ai du encore omployer celle ex- 
pression analylique des subslilulions qui m'a eie fori ulile, mais doni je ne sais si 
on pourra lirer parli en dehors de ces queslions. Quoiqu'il en soil voici quelques 
remarques sur ce sujel. Dans le cas de cinq lellres les 120 subslilulions soni ainsi 
represenlées : 

la valeur a = élanl exceplée, el les indices élanl pris suivanl le module 5. (*). 
Pour sepl lellres les 5040 subslilulions seronl d*une manière analogue : 

en allribuanl à la fonclion 0, ces diverses formes sayoir : 

B(x) = — oj^dz 2aj* , B(x) = 3aj =1= a*, 

B(x) = «*+ 005^4- 3a*aj (a quelconque), 

B(x) = x^-^ax^±: x^-h 3a'aj (a non residu de 7). 

Quanl à ce qui se rapporle à un nombre premier quelconque de lellres , j^ai bien 
quelques lypes généraux de formules de subslilulions, mais d'aulres queslions m'em- 

pèchenl de suiyre ces recherches eie 

Paris 17. xbrc 58. 

RIVISTA BIBLIOG RAFICA 

DEI CRITERI PER DISTINGUERE 1 MÀSSIMI DAI MINOfl VALORI DI UNA FUNZIONE. 

RICHELOT — BEMERKUNGEN ZUR THÉORIE DER MAXIMA UND MINIMA — 

Allena — i858. 



È nolo che la ricerca dei crileij per dislinguere i massimi dai minimi valori di 
una funzione (p(x, , x^, . ,x^) equivale a quello di delerminare quali condizioni deb- 
bono verificarsi perchè una funzione quadralica : 

(*) Queste espressioni analitiche delle sostituzioni pel caso di cinque lettere furono già date dal Prof. 
Belli nel Voi. 2! degli Annali del Prof. Tortolini, pag. 17. 
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nella quale le A^,, sovio quanlità date, e le u, , u^ . . . quantità indeterminate , sia 
sempre positiva o negativa qualunque sieno i valori delle u^ , u^ . . . . Supponiamo 
che le variabili x^ ^ x^ , , , x^ non siano fra loro indipendenti» ma legate da m equa- 
zioni, le indeterminate u, , u, . . . risulteranno pure legate da m equazioni lineari : 

a,, tt,-f- a,a u^-h . . . -h a,„ «„= 

«ai «1+ «aa «a"4- • • •+ «a» ««= 

(1) 



\ 



a«.i«,-4- «ma Wa-^ . . . -^ a«,«M,= 



M+I > ^m^i 



nelle quali le a^,, sono quanlità date. 

Per ridurre la forma U a contenere soltanto le n — m indeterminate u 
. . . u„ indipendenti, osserviamo che la forma stessa può" scriversi : 

I» m m n a in .. 

U = Sr S* ^r., U, U, -+- Sr S' Ks ^r W, "h Jr 2' ^r,, K U, -f- ^r S' ^r,, «r «. 
t 1 1 m+i m+i 1 

Ora indicando con H il deierminanle : 

tt,i fli2 . . . aj,„ 

'^ai ^aa • • • ^a»» 



m+l i»+l 



^/wi ^mz • . . Oi 



mm 



e con H^,, il determinante che olliensi dal superiore sostituendo agli elementi a,^, 
«ar • • o,mr ^^ «na colouna del medesimo, le quantità a,, , a^, . . . a„^ -, dalle equa- 
zioni (1) si deducono le : 



— Hm, = H,,^^, M^+i 4- H, 



,m4.a "»i+a 



«•fa '^m^.a 



-f- . . . -4- H,,„ M„ 
-f- • • • -{- Ha,» tt» 



■'m,m>(-a "m+a 



-h . . . -+- H„. « u 



m,n **n 



— Hm„ = H„,„+, tt«+,H- H„ 
per cui ponendo : 

^r.» == 2* S* -'^A.* HA,r H*,* » Br,, = 2* ^A.r H*,* 

si ottengono le seguenti relazioni : 
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m m 1^ n n 

?r S, A^,, «r t*, = wfl S- S' ^r,. «r U, 

ni 1 * '*" 1 ^ 

Sr Ar.i «r = — IT Sr ^'.r "»■ » S' ^r,* «* = — If S' ^'•.' "^ 



e la funzione quadratica U trasformasi nella : 

(2) U=|jj SrS*«r.,ttr«. 

posto per brevità : 

Supponiamo ora che mediante una sostituzione lineare siasi trasformata la funzione 
quadratica (2) in un* altra la quale contenga i soli quadrati delle nuove indetermi- 
nate; cioè nella : 



V 

Pm+l ^m+l 



'1x4.3 *^m+t 



P'^^ 



R y 



è chiaro che i criterj richiesti saranno 1* un sistema 1* altro delle n — m disu- 
guaglianze : 

(3) P«+.$0 p«H.,$0 .... Pn%0 ; 

e che per la proprietà delle forme quadratiche denominata da Sylvester legge d'inerzia, 
soddisfatte le une le altre di quelle disuguaglianze per una trasformala lo stesso 
avrà luogo per un'altra qualunque. 
È noto che posto : 



A» = 



'^m-t'i, 1114.1 ^4.1, m4.a 



m m m 01, 



'jn4>i, fi 



'in^.2, 014.1 ^m4.2»»i^.2 * * • **»»4.2, « 



*n, »»4.i *n, 014.3 



* . • . 



^n» m 



la funzione quadratica (2) si può trasformare nella seguente : 






»/«4.a 2 



"m 






-f- ... -f- 



— ^v" 

A " 



essendo A^=l, A^,= ««+,,„^i ec. ., 



I criterj (3) diventano per questa trasformata i seguenti : 



(4) 



■m4.I 



'/«4.I 



>0, A 
<0, A 



'm.f a 



0, A 



'm4.3 



... A. 







'fn4.a 



0, A„^3<0 ... (-1) 



n—m 



0. 



Ora la espressione a^^, eguaglia il determinante : 

... Ai, a.. 



... a^, 



a 



aa 



«am «a. 






• • • • 




• • • 

.. 


• • • 


• • • • 

a«a • 


• • • • 


• • 


«li 

• • 


«ai • 

• • • • 


• • • 


A... 

• • • 


A 


• • ''*J,iii 


A... 



«*ii»i «•a» 
«ir «ar 



Ain,i A,„^, . . . A|„^,„ Aj 



• • ^«r A^^, A^^j . . . A^^„ A;.^ 
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quindi per un noto teorema nella teorica dei determinanti (*) si avrà : 

posto: 

... (1,1 a,s . . . a,„ 



D = 



... a 



MI ••»* 



. . . 0. 



... a„i a«, •••«*», 



'*i« ^a» • • • ^mm A.»,i A„^, . . A„^ 

Se da ultimo osserviamo che : 



A^.=^ 



A ^^'-' ce 



"n^M 



d««-i. 



A— I 



ossia pei valori di «,.,; «»_,.^, . . . : 

dA. 



^-=dAr' 



ii„_a == .-- j ec. ... 



si avranno le : 



'R.A 



dA^.. 



«— 1 



A. = H*'D, A,_, =H»'' 



dD 



A._, = H'" 



d'D 



»— 1 



dA../ --a-" dA,.,dA_.. 

essendo p= n — m — 1; ed i criterj richiesti saranno formati col determinante D 
ed n — m — 1 determinanti minori principali del medesimo. 

Gennajo 1859. Prof. F. Brioschi. 



PUBBLICAZIONI REGESTI 



Bellavitis Giusto.— Nota sulla rìsolmione algebrica dell'Equazioni, in 8! (Est. dal toI. IY Serie III 

degli atti deiristitoto Veneto). 
— — — Nota sui discriminanti. Invarianti e Covarianti (Estr. dal med.). 

L AMARLE E. — Théorie géométrìque des rayons, et centres des courbure (V. pag. 353, 419, 

574 , 783 du Bullettin de 1' Académie Royale de Belgique an. 1857 . in 8! 

Bruxelles 1858). 
E. De loNQUiEREs E. ss Essai sur la generation des courbes géometriques et en particulier sur celle de 

la courbe de quatrième degré (Extrait du tom. XVI. des mémoires présea- 

tées par divers savants a Tacadémie des Sciences in 4? Paris 1858. 
BiENàTMÉ I. 1. — Mémoire sur la probabilità des erreurs d'après la méthode des moindres Carrèt 

(V. Mémoires par divers savants tom. XV in 4? Paris 1858. 
BooLE George — On the Comparison of Transcendents with certain application to the Theory of 

definte Integrate (From the Philosophical Transactions fer 1858 — Part. ni). 



(*) Vedi il mio opuscolo: La teorica dei determinanti ec. pag. 100. 
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INTORNO ALLE SUPERFICIE DELLA SECONDA GLASSE 

INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE 

DELLA QUARTA CLASSE. 

NOTA 

DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 

1! Le proprietà delle coniche inscrìtte in uno stesso quadrìlatero hanno occu- 
pato i più illustri geometri moderni , incominciando da Eulero , e venendo sino a 
Steiner. Essi ebbero specialmente di mira la ricerca della massima ellisse inscritta , 
e la distribuzione dei centri delle diverse specie di coniche. Questo problema è stato 
risoluto con mirabile semplicità ed eleganza da Pliicker, nel secondo tomo dei suoi 
AnalytischrGeometrische Entwiddungen (pag. 199 e 211), facendo uso delle coor- 
dinate tangenziali {Idmen-CoonUnaten). L*analogo problema, relativo alle coniche cir- 
coscritte ad uno stesso quadrigono, è stato trattato e pienamente risoluto in due me- 
morie del professor Trudi (*). La medesima soluzione è enunciata, insieme ad una 
gran copia di bellissimi teoremi, anche in una recente memoria del Signor Steiner (**). 

Se si estendono queste ricerche alla geometria nello spazio , si presentano due 
quistioni; l'una risguardante le superficie della seconda classe inscritte in una stessa 
superficie sviluppabile della quarta classe; l'altra che concerne le superficie del se- 
cond'ordine circoscritte ad una medesima linea a doppia curvatura del quart'ordine. 
La presente memoria si riferisce alla prima di queste quistioni. 

Seguendo l'esempio del Pliicker, io farò uso delle coordinate tangenziali ( Pkm- 
CoordiruUen)f che sono state introdotte nella geometria analitica a tre dimensioni dal 
Signor Chasles (***) e dal Pliicker medesimo (****). 

2! É noto che la superficie sviluppabile della quarta classe che inviluppa due 
superficie della seconda classe contiene in generale quattro coniche; e i piani di que- 
ste formano un tale tetraedro {tetraedro polare) f che ciascuna sua faccia è il piano 
polare del vertice opposto rispetto ad una qualunque delle infinite superficie della se- 
conda classe inscritte dèlia sviluppabile. Assumo uno de' vertici del tetraedro polare 
come origine, e gli spigoli in esso concorrenti come assi di ordinarie coordinate ret- 
tilinee oblique x, y, z. Sia : 

(*) Memorìe della R. Accademia di Napoli, 1S57. 

(**) Monatsberìchte der Berliner Akademte, Juli 1858. 

{***) Mémoire sur deux prìncipes généraux de la scienCe : la dualité et l'homographie. 

(**V) System der Geometrie des Raumes. 

Tom. II. N? 2. 1859. 9 



66 ANNAU DI UATEÌfATIGA 

t U V 

l'equazione di un piano: le quantità — » — « — , si denomineranno coonKnola lait- 

10 10 10 

genziaU del piano. - Un punto abbia per coordinate ordinarie Of b^ e; ae per esso 
passa un piano qualunque : 

te-|-iijf-Ht«-f-i0=>O 
si avrà: 

la-|-iift-H»c-f-i0==O. 

t U V 

Quest'ultima equazione, nella quale si rìsguardino - , - 9 - come le variabili coor- 

10 10 10 

dinate di un piano, sarà Vequazione dd punto {a, b, e) in coordinate tangenziali. 

Un'equazione qualunque fra le variabili —, ~ ' — , coordinate di un piano, rap- 
presenterà la superficie inviluppata dal piano variabile. Se l'equazione conterrà tre 
sole delle quattro quantità t^ u, v, w omogeneamente (ovvero se sarà omogenea ri- 
spetto a tre funzioni lineari omogenee delle I, u, v, 10), essa rappresenterà una li- 
nea piana. Il sistema di due equazioni rappresenta la sviluppabile circoscritta alle 
due superficie rappresentate dalle singole equazioni.. 

Avendo assunto tre delle facce del tetraedro polare come piani coordinati , la 
quarta faccia determini sugli assi positivi tre segmenti /, m, n; allora le equazioni 
de'quattro vertici del tetraedro polare saranno : 

w =0 9 &-+-i0 = O, mu -f-i0 = O, n0-|-i0=O 

ovvero più semplicemente : 

11^ = 0, 1-1-10 = 0, u-i-i0=O, v-|-t0==O 

ove si assumano per variabili &, mu^ nv in luogo di t, u, v. 

3? Due qualisivogliano fra le quattro coniche determinano le altre due ed anco 
tutto il sistema di superficie della seconda classe inscritte nella sviluppabile, la quale 
può risguardarsi come l' inviluppo dei piani tangenti comuni alle due coniche date. 
Ciò premesso, le equazioni delle quattro coniche saranno, in tutta la loro generalità, 
esprimibili cosi : 

i\ a{t -f- l0)*-f- P(u -h 10)"-+- y{v 4- w)* * =0 

(1) 2\ » c(tt -H 10)*— ò(t; -h i0)*-|- «w* = 

3*. — c(i-hi0)" * -h a(» -h 10)*-+- (3i0* = 

V. ò(t H- 10)"- a(tt 4- 10)* * 4.yw' = 

ove «, ^) . . . siano costanti reali qualsivogliano, legate dalla condizione : 

(2) a« H- òp -4- cy == 0- 
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Se in luogo di due coniche» supponiamo date due superficie qualunque della seconda 
classe» riferendole al tetraedro polare» le loro equazioni saranno della forma : 

ed eliminando da queste successivamente te;*, (I + w)'» (v + w)'» {v -f- w)' si ot- 
terranno le (1). 

L'equazione del centro di una superficie della seconda classe rappresentata da 
un'equazione fra le coordinate I» u, v, w, si ottiene eguagliandone a zero la deri- 
vata rispetto a i& ; quindi se nella equazione della superficie manca il termine con- 
tenente w*f il centro sarà a distanza infinita. Se adunque fra due deUe (1) si eli- 
mina w*t l'equazione risultante : 

(3) at{t ■+- 2w) H- ffuiu ■+- 2w) -^ yv{v -f- 2w) = 
ove : 

(4) a'=c— b-^ ut, p'= a — e -H (3 , y^b^ a-hy 

rappresenterà il paraboloide che fa parte del sistema di superficie inscritte nella svi- 
luppabile. 

Onde rappresentare» con tutta la desiderabile simmetrìa» una qualunque delle su- 
perficie inscrìtte, dalla prima delle equazioni (1) sottraggo la (3) moltiplicata pel 
parametro indeterminato i, Ottiensi cosi la: 

(5) At{t -H 2w) -^ Btt(tt -f. 2w) ■+- Cv{v -f- 2w) 4- Dw*= 
ove: 

A = «'(X - ») , B = PV - t) » C = /(v - »), D = « -f. p -f. y 

^ « P 7 

« P 7 

L'equazione (5) per i = 0, >» fx, v, oo somministra le (1) e la (3). 
4? Il centro della superficie (5) è : 

(6) Al -h Bt* -h C» -t- Dw = 

epperò, qualunque sia i , questo punto cade nella retta : 

(7) a{t •+-«;)-+- P(u -+- w) H- y(v -h w) = , at -H P'u -4- y v = 0. 

Le coordinate ordinarìe del punto (6) sono : 

/A mB nC 
D ' D ' D 

dunque» se si indica con i la distanza dei centri di due superficie del sistema (5) , 
corrispondenti ai parametrì t, j, avremo 
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(i - 7)MP«*-+- m*l3"-h nV-h SpmnP'y-f. ^qnla 'y'-h 2rlti iay{ 
r^ 

ove p» ^9 r SODO i coseni degli angoli fra gli assi; quindi se fissiamo come orìgine delle 
distanze da misurarsi sulla retta (7) il punto O corrispondente a j=0,cioè il centro della 
prima conica (1), il parametro i relativo ad una superficie qualunque del sistema (5) 
sarà proporzionale alla distanza del suo centro dalla orìgine medesima. Riteniamo che 
i centrì delle altre tre coniche (1) siano ordinatamente i punti P, Q, R situati da 
una stessa hauda rìspetto al punto O, e assumiamo come positive le distanze da O 
verso Py Qf R, ed i corrispondenti valorì del parametro L Allora avremo : 

(8) A>0, f*>0, v>0, X<f*<v. 

5. Formo le funzioni dei coefficienti della equazione (5); dai segni delle quali di- 
pende la specie della superficie di seconda classe rappresentata dall'equazione mede- 
sima. Quelle funzioni sono : 

* = ABC(D - A — B — C) 

e,= DBC(D — B ~ C) S,= A(D - A) 

e,= DCA(D — C — A) S,= B(D - B) 

03= DAB(D — A — B) 23= C(D - C) 

e sostituendo per A, B, G, D i loro rispettivi valorì (*) : 

(9) . . . *=é(«4.p^.y)«Py(X-t)(^-t)(v- ») 

(10) e. = ya{a ^. p 4- y)(v - t)(X - ») {P "h «V-+- «') \ 

( 03 = «P(« H- P 4- y)(A - W - i)\r 4- »(«'+ PM 

S. = «(>-»)(P4-yH-t«') 
(11) S. = fiifjL - t){y ^. « 4- #') 

E3=y(v-t)(«-f.p4-V) 
Posto per brevità: 

(12, ,= -t^ .•=-t^ ,^-'^ 



(13) V=-sf^, ,."=-. -T 



P .... 7 



V 



le espressioni superiori divengono : 

(*) Il simbolo ^ indica l'egoagliaiiza di segno. 
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e, = ^(p* 4. /)(» - rìii - v)(t - x")(« -h 18 4. r) 

(14) { e. S yaiy' + «•)(! - v)(t ~ X)(i - fx")(« 4-^+7) 

03 = «P(«' H- P')(» - X)(t - ^)(t - v")(« + P H- 7) 

(15) S,= - (»->)(t-X') , S.= ^(,-^)(i^^') , 23= _(i_v)(t-v'). 

Ciò posto, i criteri per distinguere la specie della superficie rappresentata dalla equa- 
zione (5) sono i seguenti (*). 

Se ^>0 la superficie è reale e rigala, imaginaria; ha luogo il primo caso 
se una qualunque delle sei funzioni 8, S è negativa. Nel secondo caso le sei fun- 
zioni sono tutte positive. 

Se <C la superficie è reale e non rigata : e propriamente è un ellissoide se 
le funzioni 9 sono tutte positive, e le S tutte negative; invece se un 9 è negativo, 
ovvero se un S è positivo la superficie è un iperboloide a due falde. 

Se = l'equazione (5) rappresenta una conica. Questa è iperbole se le fun- 
zioni 9 sono negative; ellisse se le funzioni 9 sono positive, e le S negative; ima- 
ginaria se le funzioni 9 e S sono tutte positive. 

Le anzidette condizioni non sono però tutte indipendenti fra loro : su di ciò basta 
osservare quanto segue : 

Affinchè la superficie sia ideale basta che si abbia $ >»> 0; e che un 9 e un S 
d'indice diverso siano positivi; allora tutte le sei funzioni 9 e S sono positive. 

Affinchè la superficie sia un ellissoide basta che sia $ <C , uno dei 9 positivo, 
e un S d'indice diverso negativo, allora tutt'i 9 sono positivi, e tutl'i S negativi. 

Se $ = tutt'i 9 hanno lo stesso segno. 

6? Il paraboloide (3) è iperbolico ellittico secondo che la quantità : 

a^(a -H P 4- y) 

è negativa positiva. Le quattro coniche (1) sono ordinariamente ellissi iperboli 
secondo che i prodotti : 

abc a^ . bc , ca , ab 

sono negativi positivi. Nel primo caso però, oltre queste condizioni, devono essere 
soddisfatte anco queste altre, senza le quali le coniche sarebbero ideali : 

per la 1*. conica .... «(p-hy) < P(y-f-«) < y(a-f-P) < 
per la 2'. conica .... c(« — b) < ò(«-f-c) > 



per la 3 . conica .... a(^^c) < c((5-4-a) > 



per la 4*. conica .... b{y—a) < a{y^b) > 



(♦) Plttcker, op. cit. 
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le quali equivalgono ad una sola condizione per ciascuna conica. Le (8) danno: 

ft'O'y - P/) > 7«(«y' - «V)<0 «i3(«P - «P')>0 
ossia, in virtù delle (4) : 

(17) al3y(«-|-P-l-y) > ^«(«-|.p-f-y) < Cafiia-h^-hy) > 

da cui : 

(18) a^(« + P-f.y)<0 
e : 

(19) hc^<0 COya>0 oò«(3<0. 

Dalla (18) risulta che la prima conica è ellisse (reale o ideale) o iperbole secondo 
che la quantità : 

«ft'(« -h P -H y) 

è positiva negativa. Dunque , secondo che il paraboloide è iperbolico o ellillico , 
anche la prima conica è iperbole o ellisse (reale o ideale). 

Dalle (12) e (13), avuto riguardo alle (4) ed alla (2) si hanno le seguenti foi^ 
mole che ci gioveranno in seguito : 

l^(ì a\ 1 V- «+y+P „ ,_ («-fp-f-y)(P-ha) («4.(3.|,y)(y.a) 

a ap ay 

(20, e) x-v'= («+P-Hy)(«H-c) ^ ^_,^ («+P+yKP-c) , ,_,._ «+^±2: 

7« yp y 

/o. V >"~^ «+P-f-y V'-ft («■hP+y)(P-c) X"-v («-hp-i-y)(y-i-ò) 
(21, a) -^^^——-. --^= ^^ , -p- = 

/o* M '^"-^ («+(3-i-y)(«+c) /-/t* «4-P-f-y f*"-v (a-i-p4-y)(y~a) 

(2*' *) 1?^= — p= — ' -^--^-^ v"= — ft; — 

v"— X (a-4-P-t-y)(«~i^) v"— ^ («4-P+y)(p-t-o) v"~v a-hp-f-y 

(21, e) ^ » = » — Tr-= j2 » — Fr~= 

^ ' Av ya /uiv yp w y 

7? É chiaro che ad una qualunque delle costanti che entrano nelle equazioni (1) 
si può dare quel segno che piili aggrada; fissato il qual segno ad arbitrio, dai segni 
delle altre costanti dipende la natura delle quattro coniche. Noi riterremo a positivo. 

Supporremo inoltre dapprima che le coniche medesime siano tutte reali : al quale 
uopo basta che in ciascuna delle equazioni (1) i coefficienti non siano né tutti posi- 
tivi, né tutti negativi. 
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Siccome la specie delle tre allime coniche dipende dai segni dei prodotti bCf ca» 
abf cosi queste coniche ponno essere tre iperboli, o due ellissi ed una iperbole, ma 
non altrimenti ; anzi determinata la specie di due fra quelle coniche , anche quella 
della rimanente è affatto individuata. 

Osservo poi che avendosi fra i tre prodotti oot , 6^3, cy le relazioni (2) e (19), 
sui loro segni non ponno farsi che le due seguenti ipotesi : 

a«>0 A(3<0 cy>0 
ovvero : 

aoL<0 A(3>0 cy<0 

nella prima ipotesi la prima conica è un'ellisse, nel secondo un'iperbole. Ciò premesso 
è evidente che, ammesse le quattro coniche tutte reali, non ponno darsi che questi 
quattro casi : 

A) Il paraboloide sia ellittico; la prima conica ellisse; 

1? caso : la seconda e terza conica siano ellissi; la quarta iperbole; 
2? caso : le tre coniche siano tutte iperboli. 

B) Il paraboloide sia iperbolico; la prima conica iperbole; 

3? caso : le altre tre coniche tutte iperboli; 

4? caso : la seconda conica iperbole, le altre ellissi. 
£ facilissimo persuadersi che non si ponno fare altre ipotesi. Per esempio, non 
può supporsi la seconda conica ellisse e la terza iperbole, perchè ciò richiederebbe 
6c •< , ca >> , epperò per le (19) avrebbesi : 

Py > 7» > 

cioè a, ^, 7 avrebbero segni eguali, e per conseguenza la prima conica sarebbe ideale. 
Ora ricerchiamo, in ciascuno de'qualtro casi accennati , come siano distribuiti i 
centri delle varie specie di superficie rappresentate dalla (5) sui cinque segmenti che 
i punti O, P, Q, R, centri delle coniche (1), determinano sulla retta (7), cioè sulla 
locale de*centri. 

A) ParaboMde dUttico. 

aPy{a 4- j3 4- y) > 

Prtmo 0090. 
8? In questo caso si ha : 

«>0 P<0 y<0, a>0 b>0 c<0 
quindi, per la (18) : 

«-HP-l-y>0 P4-7<0 y-+-a>0 « -H P > 
e dalle (16) : 



72 ANNALI DI BfATEMATICA 

« — ò>0 «-Hc>0 (3 — c<0 (34-«<0. 

Per »<0 la (d) e la prima delle (10) danno: 

* < , e, > 
e la seconda delle (11) : 

S,<0. 

Per i positivo e compreso fra lo zero e > la (9) dà >- 0. Per decidere in questo 
caso se la superficie (5) sia o non sia reale, si cerchi il segno di S,. La (12) dà 
f*' > 0, e le (20, b): 

X — /;*'< 
dunque a maggior ragione per s <C ^ : 

i - f*'< 
e conseguentemente dalla seconda delle (15) .* 

Per i compreso fra X e /ut si ha $-< ; osservo poi che si ha >" >> , e dalle 
(21, a), (20, b) : 

a" — fx >0 , fi — fi<C 

dunque le (14), (15) ci daranno 9x>-0, S, <C0. 

Per i compreso frafAeysihaO>»'0; essendo poi v"^ e v'' — X <C per 
le (21, e), cosi dalle (14) avremo 63<C0. 

Per »> V si ha *< , e come dianzi ©3 < . 

Dunque nel caso presente tutt'i punti della retta (7) sono centri di superficie 
reali; ed invero abbiamo soltanto . 

eUissoidi pei punti del segmento indefinito che ha un termine in ; 
iperboloidi ad una faida pei punti del segmento OP; 
ellissoidi pei punti del segmento PQ; 
iperboloidi ad una falda pei punti del segmento QR ; 
iperboloidi a due falde pei punti del segmento indefinito che comincia in R. 
Questi cinque segmenti si denomineranno ordinatamente primo , secondo , terzo, 
quarto e quinto. 

Secondo caso. 

9? In questo caso si ha : 

«>0 P<0 7>0 a>0 b> e > 

«-+-PH-r<0 P-h7<0 y-4-«>0 «-|-P<0. 
Per i< le (9), (10), (11) danno <> <0 , e,> , S, <0 . 
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Per t cranpreso fra lo lero eX8Ìlia«>0, ed inoltre dalle (15) : 

E3<0 
perchè v'> , v — v' < 0. 

Per t oompreso fraXefi8Ìlia«<0»e dalle (14) : 

e.<o 

perdio X" > , X"— X < 0. 

Per i oompreso frafAev8Ìha^>>0»e dalle (15) : 

perchè fi — ft' >- 0. 

Per i>y sì ha, come per i oranpreso fra X e fi : 

♦ <o, e,<o. 

DiUMiae» nel caso attaale, corrispondono saperficie reali a tuU'i punii della locale dei 
centri; e propriamente dUssoidi al primo segmento; iperboUMi ad una faida al se- 
condo e quarto segmento; iperboUndi a due falde al ter^ e quinto segmento. 

B) Paraboloide iperbolico 

afiy(a -^ (3 ^. y)< 0. 

Terzo caso. 
10? Si ha : 

«>0, P<0, r>0, a<0, ft<0, c<0 

« -I- (3 ^. y > 0. 

Per «<0 le (9), (10) danno ♦>0, e,<0. 

Per i cmnpreso fra lo zero e X si ha ^ < 0. Inoltre, se |3 + y >. le (11) 
danno E,>0; se (34-y<0 e P^-H y > le (10) danno e,< 0; se (34.y<0 
^+/<0 si ha X">0, X"— X>0, quindi le (14) danno ancora 6. < 0. 

Per i compreso fraXeftsihaO^OyC siccome ii> e fi — ii<^ cosi 
dalle (15) si ha S.< 0. 

Per i compreso fraftevsiha^^O, ed inoltre 8^ < perchè ft" >> , 
/-f*<0. 

Per i>v si ha ^;>- , ed inoltre, sìeoosùe X — X' > , cosi le (15) danno 

Adunque, nel caso attuale, si hanno superficie tutte reali, ed invero tutte iper- 
boloidi ad una falda pel primo, terzo e quinto segmento ; a due falde pel secondo 
e quarto. 

Quarto caso. 

11? In questo caso abbiamo: 

Tom. n. N!l. 18S9. 10 
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«>0, 13>0, 7<0, a<0, ^>0, c>0 
«-hP-+-7>0, P — c>0, p-+-a>0, 7 — «<0, y -h ft < 0. 
Per t < sì ha * > , e3< 0. 



Per i compreso tra lo zero e X si ha $ <C ; inoltre , se ^'+ / >• le (10) 
danno e, < ; e se P'-l- y' < 0, si ha X" > , X"— X > , quindi dalle (14) 
si ha ancora O. <C 0. 

Per i compreso fra X e fi si ha * > e H3 < perché fi — v' < 0. 

Per i compreso fra fi e v si ha $ <C 0; le (14) danno poi S^^O perché 
v" >0 e v" — iK^O : inoltre, siccome X — X'>.0 , cosi le (15) danno S,<<0. 

Per t > V si ha > , e, come poc'anzi , 2, < 0. 

Donqoe anche in questo caso otteniamo superficie tutte reali; ed invero corri- 
spondono iperboloidi ad una falda al primo, terzo e quinto segmento iperboloidi a 
due falde al secondo; ellissoidi al quarto. 

Questi sono i soli casi in cui le quattro coniche siano tutte reali , epperò tutte 
reali siano anco le superficie rappresentate dalla equazione (5) per valori reali del 
parametro i. Veniamo ora a considerare i casi in cui alcuna delle coniche (1) sia 
ideale. 

12? Innanzi tutto, osservando le (1) é facile persuadersi che se una delle quattro 
coniche é ideale, ve n'ha un'altra pure ideale, e le due rimanenti sono necessaria- 
mente reali : anzi i centri delle due coniche ideali sono sempre consecutivi, cioè non 
ponno darsi che i tre casi seguenti : 

5? caso : che siano ideali la prima e seconda conica; allora la terza é iperbole 
e la quarta ellisse; 

6? caso : che siano ideali la seconda e la terza conica; le due rimanenti sono 
iperboli; 

7? caso : che siano ideali la terza e quarta conica ; allora la prima é ellisse e 
la seconda iperbole. 

Ecco come può dimostrarsi l'enunciata proprietà. Suppongasi in primo luogo ideale 
la prima conica , epperò a, |3, y tutti positivi ; allora dalle (19) avremo ^ <C , 
ca>0 f dò <! 0; ed inoltre, per la (18), sarà oòc <! ; quindi a >> , ( <C 0, 
c>>0. Dunque la seconda conica é ideale, la terza é un'iperbole, e la quarta un' 
ellisse reale. 

In secondo luogo suppongasi ideale la seconda e reale la prima conica; allora : 

cf>0, 6<0, c>0 

quindi dalle (19) si ha |3y >>0 , epperò , essendo reale la prima conica, ^-^O , 
y •< , e inoltre a •< 0. Dunque la terza conica é ideale, la prima e quarta sono 
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iperboli. Ora suppongasi ideale la terza conica e reale la seconda ; avremo ^ ^ 0, 
a>0 9 e <C , qaindi dalle (19) : ^a <C e , poiché la seconda conica è reale , 
^•^0, a^O, 7<C0. Dunqae la quarta conica è ideale , la prima è un' ellisse 
reale, la seconda un'iperbole. U supporre poi la quarta conica ideale e la terza reale 
condurrebbe alla conseguenza che a + 13 4- y e abc avrebbero lo stesso segno; il che 
è contrario alla (18). 

Nel primo e terzo caso il paraboloide è ellittico; iperbolico nel secondo. Ricer- 
chiamo ora quel sia la distribuzione de'centri delle superficie (5) in ciascuno de*tre 
casi preaccennati. 

Quinto caso, 

13? Abbiamo: 

a>0, /3>0, y>0, a>0, ^<0, e > 0. 

Per t <C si ha $ ^O , ma non può essere simultaneamente O. > 0, S,^<i 0, 
perchè ciò richiederebbe : 



il che è evidentemente impossibile. 

Per i compreso tra zero e X si ha ^ > , 0, > , S, > 0. 

Per i compreso fra X e fx si ha $ < e S, > perchè X — |ùi' > 0. 

Per i compreso fra fx e v si ha $ > e 0, < perchè X" < 0. 

Per t > V si ha ^ < , 0, > , 2, < 0. 

Dunque in questo caso corrispondono iperbohidi a due falde al primo e terzo 
segmento, iperbolòidi ad una falda al quarto, ellissoidi al quinto, superficie ideali 
al secondo. 

Sesto caso. 

14? Si ha : 

a>0, (3<0, y<0, a<0, 6<0, e > 0. 

Per I < si ha $ > , 0, < 0. 

Per i compreso fra lo zero e X si ha ^ < 0, ma non può essere simultaneamente 
0, > 0, Sa •< , poiché ciò richiederebbe : 

« 4- i(P'-*- y'X y-l- «-♦-ip'>0 

da cui : 

7 - ty> 

cioè : 

— »7 > — y 

ossia, essendo y e y quantità negative : 
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epperò i non compreso fin zero e A. 

Per t compreso fra X e fi si ha 6 >0; inoltre e. >0 perchè X" >0, X"^X< 0, 

Sj > perchè X — ft' > 0. 

Per i compreso fra fi e v si ha ^ <C0 , B^<0. 

Per t>vsiha*>OeS, <0 perchè v — ft' >0. 

Ihmque in questo caso corrispondono iperboloidi ad una falda al primo e quinto 
segmento; iperboloidi a due falde al secondo e quarto; superficie ideaU al terzo. 

Settimo caso. 
15? In questo caso si ha : 

«>0, 13>0, y<0, a>0, 6<0, c<0. 

Per »<0 si ha *<0, e,>0, a3<0. 

Per i compreso fra lo zero e X si ha ^ >> e S, •< perchè X — X' ^ 0. 

Per i compreso fra X e fi si ha $ < e S^ >> perchè fi — f*' < 0. 

Per i compreso fra fi e v si ha $ >> , O^ >>0 perchè X" > , X" — X^ , 
e Sa > perchè v — fi' < 0. 

Per t>v si ha *<0 , e,<0. 

Dunque nel caso attuale corrispondono ellissoidi al primo segmento, iperboloidi 
ad una falda al secondo; iperboloidi a due falde al terzo e quinto; superficie ideali 
al quarto. 

16? Nelle cose precedenti abbiamo sempre supposto che le equazioni (1) rappre- 
sentassero coniche nel significato più generale della parola , cioè iperboli od eUissi 
(reali o ideali). Ma una ài esse (ed una sola) potrebbe essere una para^/a; peres. 
lo sarebbe la quarta se si avesse /= 0. Allora non si ha più paraboloide , perché 
Tequazione (3) viene a coincidere colla quarta delle (1), avendosi in tal caso : 

a«'4- ^'= 0. 

In questa ipotesi hanno luogo ancora i casi sopra considerati, ad eccezione del set^ 
timo, che non può più verificarsi, perchè, essendo attualmente : 

•y-f-ft — a = 

non può più aversi simultaneamente 7<C0, a^O, 6<;0. Dalla locale de'centri 
scompare l'ultimo segmento, e il quarto diviene indefinito, allontanandosi il punto R 
air infinito. Pei quattro segmenti che rimangano hanno luogo ancora tutte le conse- 
guenze a cui siamo arrivati pei primi quattro segmenti nel caso generale che il punto 
R sia a distanza finita. 
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17! £ interessante il caso che una delle quantità costanti che entrano nelle (1) 
sia nulla. Sia y=^ ; allora la prima e la quarta delle (1) coincidono perchè : 

e la prima e quarta conica degenerano nel medesimo sistema di due punti, che sono 
i vertici dei due coni di seconda classe in cui si decompone attualmente la superficie 
sviluppabile circoscritta. In tal caso la seconda e la terza conica sono quelle nelle 
quali si segano i coni medesimi. 

La distribuzione dei centri delle superficie (5) si deduce dalle conclusioni gene- 
rali esposte superiormente, supponendo che due punti consecutivi, fra i quattro , 
P, Q, R, si riuniscono in un solo. Siano A e B i centri delle due coniche, ed M 
il punto medio della retta congiungente i vertici de*due coni, il qual punto è sulla 
retta AB ed è quello in cui si sono riuniti i centri delle altre due coniche. Se la 
riunione dei centri di due coniche nel punto M si fa ne'primi quattro casi (numeri 
8, 9, 10, li ) risulteranno reali si le due coniche rimanenti che i vertici dei due 
coni. Ma se invece assumiamo gli altri tre casi (numeri 13, 14, 15), allora se riu- 
niamo in M i centri delle due coniche ideali, le coniche rimanenti saranno reali , e 
ideali i vertici de'due coni; se riuniamo in M i centri delle due coniche reali (ove 
siano consecutivi) le coniche rimanenti saranno ideali, e i vertici de'due coni reali; 
se da ultimo riuniamo in M i centri di una conica reale e di una ideale, delle due 
coniche restanti una sola sarà reale, e i vertici de'due coni saranno ideali. 

Ecco i risultati che si ottengono per tal modo. 

A). Siano reali si i vertici de'due coni che le due coniche. 

a). Sia inoltre il paraboloide eUUtko, Le coniche ponno essere entrambe ellissi, 
entrambe iperboli, o di specie diversa. Nel primo e secondo caso i punti A e B 
sono situati dalla stessa banda rispetto al punto M ; nel terzo caso il punto M cade 
fra A e B. 

Nel primo caso corrispondono iperboloidi a due falde al segmento indefinito della 
locale che ha un termine in M; ellissoidi al segmento finito che ha pure un termine 
in M; iperboloidi ad una falda al segmento AB; ellissoidi all'altro segmento inde- 
finito. 

Nel secondo caso corrispondono ellissoidi al segmento indefinito che ha un ter- 
mine in M; iperboloidi a due falde al segmento finito che ha pure un termine in 
M , ed all'altro segmento indefinito; iperboloidi ad una falda al segmento AB. 

Nel terzo caso corrispondono iperboloidi ad una falda ai due segmenti compresi 
fra A e B; ellissoidi all'uno, iperboloidi a due falde all'altro de'segmenli indefiniti. 

b). Sia il paraboloide iperbolico; ponno ancora aver luogo i tre casi poc'anzi ac- 
cennati, rispetto alla specie delle coniche; rimane pure la medesima la disposizione 
de'punti A, B, M. 
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Nel prìmo caso corrispondono eUissoidi al segmento AB; iperboloidi ad una falda 
agli altri tre. 

Nel secondo caso corrispondono iperboloidi a due falde al segmento AB; iperbo- 
loidi ad una falda agli altri tre. 

Nel terzo caso corrispondono respettivamente ellissoidi e iperboloidi a due falde 
ai due segmenti Oniti; iperboloidi ad una falda agli altri due. 

B). Siano reali le due coniche, e ideali i vertici de'due coni. 

a). Paraboloide ellittico. Le due coniche sono di specie diversa, e i loro centri 
collocati dalla stessa banda rispetto al punto M. Corrispondono iperboloidi ad una 
falda al segmento AB; iperboloidi a due falde ai due segmenti che contengono M; 
ellissoidi al rimanente. 

b). Paraboloide iperbolico. Le due coniche sono iperboli. Il punto M cade fra A 
e B. In questo caso corrispondono iperboloidi a due falde ai segmenti finiti, ad una 
falda agli indefiniti. 

C). Siano ideali le due coniche, e reali i vertici de*due coni. 

Il paraboloide non può essere che ellittico, I punti A e B si trovano dalla stessa 
banda rispetto ad M. Corrispondono superficie ideali al segmento AB; iperboloidi a 
due falde al segmento antecedente e conseguente; ellissoidi a quello che resta. 

D). Se i vertici de* due coni sono ideali , le due coniche non ponno essere en- 
trambe ideali , ma lo può essere una di esse. Sia B il centro della conica ideale. 
L'altra conica può essere ellisse o iperbole. Nel primo caso il paraboloide è ellittico 
e il punto M cade fra A e B. Nell'altro caso il paraboloide è iperbolico e il punto 
B cade fra A ed M. 

Nel primo caso corrispondono superficie ideali al segmento BM ; iperboloidi ad 
una falda al segmento MA; ellissoidi al segmento indefinito che comincia in A; iper- 
poloidi a due falde all'altro. 

Nel secondo caso corrispondono iperboloidi ad una falda ai segmenti indefiniti ; 
iperboloidi a due falde al segmento AB; superficie ideali al segmento BM. 

18? Bitorno al problema generale trattato ne' primi quindici numeri , e prendo 
a considerare quella funzione del parametro i che rappresenta il prodotto degli assi 
della superficie (5). Quella funzione sarà infinita per t = oo , cioè pel paraboloide ; 
nulla per t = , X, |ui, V ossìa per le coniche; epperò essa diverrà massiina per tre 
valori finiti di t, l'uno compreso fra lo zero e X, l'altro fra X e fx, il terzo (n fie 
y. Quindi in ciascuno de'primì quattro casi colà considerati esisteranno tre superficie 
reali, e due in ciascuno degli altri tre, per le quali sarà massimo il prodotto degli 
assi. 

Se si cerca l'ellissoide di massimo volume fra tutti quelli inscritti in una stessa 
sviluppabile, il problema non ammette soluzione che nel primo e quarto caso , cioè 
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quando le coniche sono tulle reali, e fra esse una sia iperbole, le altre ellissi, ovvero 
due iperi>oli e due ellissi. Nel primo caso il valore di i che corrisponde al massimo 
ellissoide è compreso fra X e |ui ; nel quarto fra fi e v. 

lì prodotto dei quadrati degli assi della superficie (5) è eguale alla quantità ^ 
moltiplicata per un fattore indipendente da t. Eguagliando a zero la derivata di 
presa rispetto ad i si ha l'equazione cubica : 

le radici della quale (tutte reali e positive) sono i valori del parametro i relativi a 
quelle superficie (5) per le quali è massimo il prodotto degli assi. II coefficiente del 
secondo termine essendo : 

- ;j (> 4- ^ 4- v) 

ne segue che il centro di gravità de'centri delle tre superficie per le quali è massimo 
il prodotto degli assi coincide col centro di gravità de'centri delle quattro coniche. 

Quando la sviluppabile circoscritta si decompone in due coni di seconda classe, 
non rimanendo piii che due segmenti finiti nella locale de' centri , saranno pur due 
sole le superficie per le quali riuscirà massimo il prodotto degli assi. Si avrà un el- 
lissoide massimo solamente quando siano reali i vertici de 'due coni, e reali le coni- 
che intersezioni dei medesimi, e almeno una di esse sia ellisse, quando il paraboloide 
inscritto nel sistema de'due coni è iperbolico, ovvero le coniche siano entrambe el- 
lissi, ove il paraboloide sia ellittico. 

19? Da quanto precede si ponno concludere molte proposizioni relative al siste- 
ma di superficie (5). Eccone le principali. 

Si abbia un sistema di superficie della seconda classe inscritta nella stessa su- 
perficie sviluppabile della quarta classe : fanno parte del sistema quattro coniche le 
quaU sono tutte reali, o due sono reali e due ideali. Fa parte del medesimo si- 
stema anche un paraboloide, il quale scompare solo quando una delle quattro co- 
niche sia una parabola, 

I centri di tutte quelle superficie sono in una stessa retta , che è dai centri 
deUe quattro coniche divisa in cinque segmenti, tre finiti e due indefiniti. Le su- 
perficie che hanno i centri in uno stesso segmento sono tutte della medesima spe- 
cie, la quale cambia da un segmento all'altro , in modo che si otterranno le su- 
perficie rigate e le non rigate. 

TaU superficie sono tutte reali se le quattro coniche sono tutte reali; se vi sono 
due coniche ideali i centri di queste sono sempre consecutivi e comprendono un se- 
gmento ai punti del quale non corrispondono che superficie ideali; mentre ne'punti 
degli altri segmenti corrispondono superficie tutte reali. Una serie di superficie ideali 
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occupa sempre un segmento finito e sta invece di una serie di superficie rigate, 
ossia è compresa fra due serie di superficie non rigate, che sono sempre iperboloidi 
a due falde. 

Supposte le coniche tutte reali, quando U paraboloide è ellittico, quelle sono tre 
ellissi ed una iperbole, o tre iperboli ed una ellisse; e quando il paraboloide è iper- 
bolico le coniche sono o tutte iperbolif o due eUissi e due iperboli: in entrambi i 
casi i centri ddle coniche deUa stessa specie sono disposti consecutivamente suUa 
locale de'centri. 

Quando U paraboloide è iperbolico i segmenti indefiniti contengono i centri di 
superficie che sono tutte iperboloidi ad una falda. Se U paraboloide è ellittico, uno 
de* segmenti indefiniti contiene i centri di ellissoidi, Inoltro d'iperboloidi a due falde. 

Se un segmento finito contiene i centri di superficie non rigate, queste sono el- 
lissoidi solo quando i termini del segmento siano i centri di due ellissi. 

Fra le infinite superficie del sistema, ve ne sono tre per le quaU è massimo il 
prodotto degli assi; i loro centri appartengono rispettivamente ai tre segmenti finiti. 
Una delle tre superficie è ideale, quando vi sia una coppia di coniche ideali. Fra 
le superficie del sistema esiste un ellissoide di volume massimo solo quando le quat- 
tro coniche siano tutte reali, e fra esse vi siano tre ellissi se il paraboloide è el- 
litticoy due ellissi se il paraboloide è iperbolico, 

n centro di gravità de'punti centri delle tre superficie per le quaU è massimo 
prodotto degli assi coincide col centro di gravità de'centri delle quattro coniche, 

20? Terminerò esponendo due proprietà del sistema dì superficie (5). 

Cerco le equazioni del diametro della superficie (5) coniugato ad un piano dia- 
metrale qualunque, di coordinate i^ u\ v\ w\ ove sia identicamente ; 

A/'h- Btt'+ Cv'-f- Dw'= 0. 

Il polo di quel piano è : 

Paii-h uf) H- Bii{tt'-f- uf) + Ci;(»'H- w) = 

il qual punto insieme al centro della superficie (5) determina il diametro richiesto, il 
quale è perciò rappresentato dalla equazione precedente e dalla (6). Se da queste 
equazioni si elimina t si ha la : 

(alt -f- P'tt + yv)(ait + |3tt'tt -h yv'v — \Mw) 

— (dit -I- P'tt'tt -I- yv'v)(at -f- ^ -h y» + \ho) = 

/ diametri ddle superficie di seconda classe inscritte in una stessa sviluppabile, 
coniugati ad una medesima dircTÙone , sono generatrici di uno stesso paraboloide 
iperbolico. 

Se si cercano i diametri della superficie (5) coniugati ai piani delle quattro co- 



PURA ED APPLICATA. 81 

niche, « trovano essere le rette congiangenti il ceotro della superficie ai vertici del 
tetraedro polare. Il che era d'altronde facile a prevedersi. 

Cerchiamo da ultimo qual superficie inviluppino i piani diametrali delle superfi- 
cie (5) coniugati ad una retta data di direzione. La data direzione sia individuata 
mediante l'equazione (*) : 

3U 4- f»tt -f- v» 3= 0: 

Siano tf tf, Vf w le coordinate del piano diametrale della (5) coniugato a quella di 
rezione; avremo 

A(< 4- tv) B(tt -f- w) C{v 4- w) 
X fi V 

Al4-Btt + Cv + Duf==0 
da cui, posto X H- fi -f- V = A; abbiamo le : 

AP(u ^w) —i\ p'*(tt-f- w) — fiDw { = 
ky{v -hw) —i \ y*(» 4- ») — vDti; i = 

le quali danno ^ » - » — in funzione di i. Eliminando » si hanno le equazioni di- 

w w w 

tre iperboloidi aventi a due a due una generatrice comune ; essi individuano , me* 
diante i loro piani tangenti comuni, una superficie sviluppabile della terza classe (che 
ha per spigolo di regresso una cubica gobba). Dunque : 

/ piani diametrali delia superficie di seconda classe inscritte in una stessa svi- 
luppabUef coniugati ad una retta di direzione data, inviluppano una superficie svi- 
luppabile della terza classe, 

Cremona, 14 dicembre 1858. 
(*) Qoi le >, p, V indicano costanti arbitrane, epperò diyene da quelle adoperate nelle eqnaiìonì (8). 
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U TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARUNTI DELLE FORME BINARIE 

E LE SUE PRINCIPALI APPUCAZIONI. 

M0N0GRAFL4 

DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 

(Continuazione V. pag. 361. T? I?) 



Gap? IV? DELLE EQUAZIONI ALLE DERIVATE CARATTERISTICHE 

PEL DISCRIMINAIITE. 

lì Abbiamo dimostrato al Gap? 1? S? IV? che il discriminante di ana forma bi- 
naria qualunque è un invariante della medesima; quindi il discriminante della forma 
di grado n dovrà soddisfare alle equazioni (38) caratteristiche per gli invarianti di 
quella forma. Ma nel caso del discriminante queste equazioni fanno parte di un gruppo 
di n equazioni alle derivate; le quali sono soddisfatte dal medesimo e che perciò de- 
nomineremo equazioni caratteristiche pel discriminante. 

Rammentando le denominazioni introdotte al §? 5? del Gap? antecedente e le note 
relazioni Newtoniane fra le sonune delle potenze delle radici ed i coefficienti; ponendo: 

m 

1 
— (n — r 4- 1)P«-1 Pr-l Om-i «r-l 

si otterrà facilmente la relazione : 



A, da» da. 



^'"^'•?'da;r dx. 



*iii»r 



Sia ora X una funzione qualsivoglia dei coefficienti ao » a, , . . . e quindi dalle ra- 
dici x, , a;, . . . dell'equazione u{Xj 1) = 0. Essendo : 

dX da, dX da, dX da„ dX 

da, dx, da^ dx, da„ dx, dx, 
si avrà : 

/^•cx * dX , 1 dX , ^1 dX ^ da^ dX 

Pi da, /), da, p« 'da» '^ T dx, da?; 

Suppongasi la funzione X eguale al discriminante A della forma u(Xy y) dell'ennesimo 
grado, cioè sia : 

l = A = a;^»-*»(a5i- a5.)'{«.- «3)'. . • («5»-.- ^n)^ 
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ponendo u(x) = t- > u (») = ^ si avrà : 

od anche per la formola : 

Pr dar "* «'(«,) 
sarà : 

d», (Pa da, p3 dtta 1. 2. p^ da^ 

1 da;, 

P« da 



« 



Ora : 



quindi : 



A,da^d£^_j. A do^ da, ^ 

^'dx, da^ 4" da, " 



dfl« 



- §'è 5ì:= (" - "» -^ ^)(» - "» -^ *>^ «-' ^ 

e sostituendo nella (45): 

^1 dA 

(46) S"— ««.r TT =('*'-'*** ^- ^X** — wi -+- ^)i'-.-a ««-» ^ • 
T Pr da^ 

In questa equazione la m potendo assumere i valori 1, 3, 3, ... n ; si ottengono 
n equazioni alle quali deve soddisfare il discriminante. Le prime tre fra esse sono 
comuni cogli invarianti, per mezzo delle altre si potrà esprimere il discriminante della 
forma di grado n in funzione dei suoi invarianti. Se nelle equazione (46) si pone 
m = 1 si ottiene : 

quindi la equazione (46) per m = 2 , 3, ... n si potrà porre sotto la forma più 
semplice : 

» 1 dA 

f**^) 2r— ^m.rXr =(»-*» -h 2)(n — 1» 4" l)p«_a ««-a ^ 

supposto : 

m 
A«,.r = S* (r -M» 2«)p,_, PrH.».w-.l fl*-l flr+».-,- 



« 
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AppUcazwne. Considero la forma di quinto grado : 

(ao 9 a. , a, . . . as){Xf y)*. 
Ponendo per brevità : 

A = 2(ao a4— 4a, O34- 3aJ) , B= Uo as— 3ao a^-h ^a^a^ , 

C = 2(aias— 4a,a4-». 3aJ) 
e : 

— 6« = ttoC — 2a,B -h a,A — 6y = o,C — 203B -f- a^A 

— 613 = a,C — 2o,B 4- ajA — 6d = ajC — 204B 4- asA; 

gli invarianti di quarto grado e di ottavo grado della medesima si ponno porre sotto 
la forma: 

I4 = AC - B* , l8= 9 \k{^ - /) -f- B(^ - «a) + C(«y — P*){ . 

Ora operando su qaesti invarianti col simbolo (47) nel qoale facciasi m = 49 si ot- 
tengono le relazioni : 



i 



i- A^^gi- = 30o. 1»+ 48(Ay - SB^ + C«) 



di 



B 






- A4^ jj^ = 6O0. I, + ^ l4(Ay - aBp 4- C«) 

quindi ponendo : 

A = IJ H- Wg 
si avrà : 

^,— A4^ j^ = 60a.(IJ 4- Ws) -f- (Ay - SB^ + C«)(96 4- ?fc) ; 

ma per la (47) dovendo essere nullo Tultimo termine del secondo membro, risulterà 

h ±: — 128 , per cui : 

A = IJ — 128 Ig . 

2? Sia ^{x, y) = («o > a, , . . . «5) (a;, y)^ un covariante della forma deirennesimo 
grado, ed indicando con P,^ il simbolo di operazione: 

"1 d 

?^]^^-^dS', 
Suppongansi : 

P*(«*) == P».«flm-i «*-l H- («/*«•-♦- ^«)fl|—a «, f 

P«(«r) = Pm ra«-« «r-t "♦- (^{1^ "*" ^.)Oi«-.a «r 4" ^«(«-r)flh^ «,+, 
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per r s=i 2, 3, . . . s — 1. Le p«. » 9m i K$9 y^m ^^^ coefficienti numerici. 

Rappresenti ^(a^ ,«,...«,) un invariante di grado k della forma ^(Xy y), essendo: 

si otterrà pei valori superiori : 



quindi rammentando l'equazione (47), se : 



(49) 



2 («l«m 4- 2>^) = p(ii — fin- 2Mn - m -h l)p^. 



sarà : 

f ss cA^ 

e, p coefficienti numerici. 

Esempio. Sia n :» 4» m =s 4 ed indicando con v V Hessiano della forma u 
(Gap? 2? S? 3!) si supponga : 



+(«» V) = 3 



dtt dtt 

dx d|f 

év dv 

dx d|f 



sarà s s= 6 , e l'equazione (49) diverrà : 

*(3f*4-+- >4) •= 12p. 

Ora formando le (48) si trovano in questo caso i valori p^=s q^^=s 1 , ^4= — 3 , 
ft^sss Z } quindi k= 2p} cioè gli invarianti del covariante ^ del sesto ordine sono 
tutti potenze del discriminante della forma di quarto grado. (*) 

3? Aggiungiamo una seconda applicazione della formola generale (45). Ponendo 
X =s X, si ottiene : 

v^ ^ dXg M^, M^a 

^# — «»^ ^ = «o», H- Pi «!«, -f- . . . 4- /)«-i a^, , 

é da essa deducesi n equazioni alle derivate alle quali deve soddbfare ciascuna delle 
radici dell'equazione tt(a;, 1) = 0. 



(*) Heimite. Sur la tbèorìe des fonctions homogènes ec. — Joornal de Creile. T. St. Second Me- 
moire. 
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fiÉNÉKALISiTIOII lE U THÌOUI IB LMOLIIIiOK- 

PAR E. DE JONaUlÈRES. 



Soienl X = , X'= 0, deux équations algébriques du degrc n, doni les racines 
représenlent, respectivement, les dislanccs de deux groupes de n poinls donnés sur 
une droile L à une origine fìxe prisc sur celle droite. L*équation 

(a) X 4- XX'= 

où L CSI une indélerminée, représcnle une infinilé de groupes de n poinls, doni cha- 
cun correspond à une valeur parliculière de l, ci doni foni partic Ics deux groupes 
donnés. Dans cliacun de ces groupes, un poinl quelconque délerminc X ci par con- 
séquenl les n — 1 aulres. Donc lous les poinls d'un méme groupe onl enlre eux une 
dépendance muluelle qui permei, a cerlains égards, de les changer indislinclemenl 
l'un dans Taulre par une sorle d'allernance cyclique on àHnvolution, analogue à celle 
qui a plus parliculièremenl alliré raltenlion des Géomèlres dans le sccond degré; ci 
l'on peul dire, pour abréger le discours, que les groupes de n poinls, que Téqualion 
(a) représcnle en nombre infini, formenl enlre eux une involution du n'"" orare. 

On voil immédialemenl qu*une Ielle involulion esl délerminée par deux groupes 
de poinls. 

Les sérics en involulion d'un ordrc quelconque jouisscnl de propriélés analogues 
à celles qu'on connail pour le second degré, el donnenl lieu à des applicalions inté- 
ressanles. En exposanl les plus remarquables de ces propriélés, je supprimerai les de- 
nionslralions que le défaul d'espace ne me permei pas d'insérer dans le préscnl recueil. 

Théoréme I. Quand quatre groupes de n points sur une droite soni en involu- 
tion, leurs centres des moyennes harmoniques, pris par rapport à un pointfixede 
cette droite, ont leur rapport anharmonique Constant, quel que soit ce point. 

Le rapporl conslanl s'appcUc le rapport anharmonique des qualre groupes. 

Quand le poinl ^vuò esl à l'infini, le póle harmonique devienl le cenlre des mo- 
yennes dislances. Ainsi le rapporl anharmonique de qualre groupes n'esl aulre que 
cclui de leurs cenlres des moyennes dislances. Plus généralemenl, si Fon dil qu'une 
sèrie de groupes de n poinls en involulion correspond anharmoniquemenl à une sèrie 
de poinls ou à un faisceau de droiles ou de courbes, il faul enlendre que les cenlres 
des moyennes dislances de ces groupes formenl une division homographique à eelle 
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dea droiies ou des points donnés, ou des iangenles mcnécs au\ courbes du faisceaii 
en l'un de leurs n* points communs. 

Théoréme II. Toute involution de V arare n possedè 2(n—ì) points doubles,réels 
<m imaginaires; mais, en general, elle ne possedè aucun poini muliiple d'un ordre 
plus élevé. 

Théoréme III. Si l'on coupé par une droite un faisceau de courbes planes de 
V ordre n, les groupes de n points, que ces courbes intercepteru sur la transversale, 
y formeru une involution du n*"*' ordre, 

Réciproquemeni : Une involution de l'ordre n étant donnée sur une droite, on 
peut regarder les groupes de n points qui la composent, comme résultant des inter-* 
secHons de cotte droite par un faisceau de courbes de l'ordre n. 

On sait qae, panni les courbes d'un faisceau de l'ordre n , il y en a 2(n — 1) 
qui touchent une droite donnée. Leurs points de contact sont précisément les points 
doubles dont il est question au théoréme IL 

Théoréme IV. Dans toute involution de l'ordre n, il existe (n — 1) points téls, 
que le produit des distances de chacun d'eux à tous les points d'un ménte groupe 
est Constant, quel que soit ce groupe. Ces points sont les conjugués de celui qui 
est situé à l'infini. 

Ce points correspondent à celui que M. Chasles a nommé point centrai dans Tin- 
volution du second degré, et ils jouissent d'une propriété analogue. 

Théoréme Y. Deux séries en involution de l'ordre n sur une mime droite, n'ont, 
en general, aucun groupe commun, 

Celles du second degré font seules exception. 

Théoréme VI. Dans le. cas particulier oti deux séries en involution sur une 
droite ont un groupe commun, eUes ne peuvent en avoir un second, 

Théoréme VII. Quand on a, sur une droite, deux séries en involution des or- 
dres n et n', dont les groupes se correspondent anharmoniquement, il existe, dans 
chaque sèrie, n+n' groupes dont chacun a un point commun avec son homologue 
de l'autre sèrie, 

Probléme L Deux groupes de n points étant donnés sur une droite L, construire 
géométriquement tous les autres groupes de l'involution que ces deux-là déterminent. 

Soient ntx , m, , 1113, . . . m« les n points du premier groupe, et m\ , m', , m'3 
. . . m'n ceux du second. Prenons arbitrairement deux points P, P* hors de la droite 
L, et joignons le point P à tous les points des deux groupes. Enfin monons, à vo- 
lonté, par le point P', deux transversales P'M, FM', dont Fune coupé le faisceau de 
droites P(mx , m, . . . m„) aux points fi^ , i^^ t ' > - y^^ y et doni l'autre coupé le fai- 
sceau P(m'x , m'a , . . . m'„) aux points fx', , /u', , . , . ^ì^. Par les 2n points /^i , /ui, , 
, , , lj^n9 H-i s f^'%9 ' ' ' i^'n ainsi obtenus, on peut faire passer une courbe C„ du n""' 
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ordre, douée en P d'un poini maltiple de l'ordre (*) n—- i, et l'on ne peut en faire 
passer qu'une. Car le point multiple, donne d'ordre et de positio^n, équivaut, comme on 
sait, à ^ n(n — 1) poinls sìmples donnés. La coorbe est donc, par éqoivalence, asau- 
jélie à passer par |n(n— 1) -f- 2n = -^ n(n + 3) points; ce qui prouve qu*elle est 
déterminée et unique généralement. 

Gela pose, toule transversale, issue du point F, coupé la courbe en n points qui, 
VU8 du point P, se projettent sur L suivant un groupe faisant partie de l'involution 
qui est déterminée par les deux groupes donnés. 

Les groupes de points ainsi déterminés, et les cordes correspondantes, issues du 
point F, se correspondent anharmoniquement. 

Du point F, on ne peut mener, en general, è la courbe C. que 2(n — i) tan- 
gentes, parce que la droite FP, qui passe par le point multiple, équivaut à (n — i) 
(n — 2) autres tangentes. Les 2(ii — 1) points de contact , projelés sur L, sont les 
points doubles de l'involution. 

Probléme IL Une invduthn cubique étarU donnée sur une droUe L, trouver ses 
quatre pairUs doubles. 

On determinerà, comme dans le probléme précédent, mais d*ailleurs sana la con- 
struire, une courbe auiiliaire du troisième ordre C3 , douée d'un point doublé en P, 
et correspondante k l'involution donnée. Les quatre tangentes qu'on peut mener à 
cette courbe par le point F (auquel la courbe est relative), déterminent quatre poinls 
de contact qui, étant projetés du point P sur L, y marquent les points doubles cher^ 
chés. Ces points de contact sout les points d'inlerseclion de la G3 par le conique pò- 
laire du point F relative à C3. On sait conslruire celle conique, qui passe par le 
point doublé P, sans élre obligé de conslruire la cubique. Quant aui points d'intera 
seclion de C^ et C3, M. Ghasles a fait voir {tome XLl dea Comptes Rendus de VA- 
cadérne des sciences) que la question se réduit à conslruire une autre conique C, , 
qui résulle des données mémes de la question, el à chercher les points d'intersection 
de ces deux coniques. 

Le probléme propose exige donc le trace de deux coniques; condition inévitable, 
puisqu'il comporte quatre solulions, doni aucune ne peut s'oblenir isolément des troia 
aulrcs. 

Probléme III. Construire une courbe du troisième ordre, qui passe par huii points 
donnés et qui touche une droite L. 

Par les huit points donnés, et par deux points a, a' pris arbilrairement sur h, 
faiies passer, respeclivemenl, deux courbes du troisième ordre; vous trouverez , par 

(*) Aa tDyet de la constniction de cette courbe à point maltiple, voyei mon Mémoire sar les cour- 
bes géométriques inséré dans le Joornal des Savants étrangers, page 55. 
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des constnietioiis qui n*eugent l'emploi que de la règie et da compas, les deux seg- 
menu bc^bc\ qae ces courbes inlerceptent.sur L ea ootre des deux points déja con- 
BUS a et a\ 

Cela pose, les denx groupes teroaires abc^ ciVd déterminent sor L une involn- 
iion cubique, dont Tons chercherez les qualre points doubles (Probléme II). Chacune 
des qnatre courbes menées par les huit points donnés et par ces quatre points, re- 
spectivement, satisfait à la question. 

Bemarque — On résoudi*ait, par des considérations analognes , la question sui- 
Tante : 

Par treize points donnés, (aire passer une courbe du guairième orare qui touche 
une droiie donnée; 

Question qui admet six Solutions distinctes. 

Probléme IV. Une involution étant donnée sur une droite, déterminer sur cette 
droite une seconde involution qui ait en commun avec ceUe-là un groupe de points 
désigné et qui, en outre, passe par deux points donnés. 

La solution de ce probléme est, connue le lecteur le remarquera, une conséquence 
facile de celle du probléme I. Je ne la donnerai donc pas ici. 

Probléme Y. Etant données, sur une droite L, deux séries en involution, l'une 
du troisième ordre et l'autre du second orare, dont les groupes se correspondent 
anharmoniquement un à un, trouver géométriquement les points communs aux grou- 
pes correspondants des deux séries, 

D'après le théoréme VII, il existe cinq groupes de Fune des séries, dont chacun 
a un poiqt commun avec celui qui lui correspond dans Tautre serie. Ce sont ces cinq 
points qu'il s'agit de déterminer. 

Soient iix 91, , n'i n\ , fil[ n'J trois segments de l'involution du second ordre , et 
soient fu, m, m^ , m!^ m\ m'3 , m" m^ m^ les groupes ternaires qui leur correspon- 
dent, respectivement. 

Prenons arbitrairement un point P; joignons-le aux points m^ m, m^ , et coupons 
jces trois droites en jui^ fi, fx^ par une transversale quelconque M. Imaginons alors que, 
par les trois points ainsi obtenus, on fasse passer une infinite de courbes du troisième 
ordre ayant toutes un point doublé en P, et pour tangentes en ce point les deux 
droites Pn^ , Pn, * Ce faisceau de cubiques est déterminé; car le point doublé et ses 
deux tangentes équivalent à cinq conditions, ce qui en fait huit en comptant les trois 
points fij fi, fi3 . Cela pose, il faut déterminer une des courbes de ce faisceau de telle 
sorte, que ses trois points de renconlre y!^ ii\ y!^ avec les trois droites Pfii\ Pm', Pm'3 , 
respectivement, soient silués en ligne droite. 

Or une courbe Z de ce faisceau marque sur Pm'^ un point %^ , sur Vm\ un 
point z, et sur Pm'3 un point 23 . Les points %^ forment entre eux une divìsion ho- 
Tom. n. N!2. isso. 12 
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mographique à celle des poinls x^ et aussi à celle des poinls 23 . Donc les droites 
2x z^ enveloppent une conique, et les droiles 2, 23 en enveloppent une aulre. L'une 
des qualre langentes communes à ces deux coniques est la droile M elle-méme; car 
elle correspond à celle des courbes du faisceau que représenle le système des trois 
droites Pn, , Pn, et M. Les trois autres tangentes, dont une sera toujours réelle, sa- 
tisfont à la question; c'est-à-dire, que si M' est une de ces langentes, les trois poinls 
f^i Z^'a l^'if ou elle coupé les trois rayons Pm', Pm\ Pm'3 , soni trois poinls homolo- 
gues des trois divisions homographiques , et parconséquent résultent de rinterseclion 
de ces trois rayons par une scule et méme courbe du Iroisième ordre faisant parile 
du faisceau. On construira celle courbe G3 , soil au moyen du point doublé P et 
des six poinls f^x/^a l^al^'i /^'a /^'s » soit au moyen de qualre de ces poinls, du point 
P et de ses deux langentes connues Pn ^ Pn^^ . 

Soil F le point de renconlre des deux droites M et M'. U résulle des Ihéorémes 
ci-dessus énoncés que , si Fon joint le point P aux trois poinls d*un méme groupe 
quelconque de Tinvolution du Iroisième ordre , les trois poinls , inlerceptés par la 
courbe G3 sur ces rayons, seronl sur une méme ligne droile passant par le point P'; 
et que, réciproquemenl, toule transversale, issue du point P', coupera la G3 en trois 
poinls qui, vus du point P, seronl projetés sur la droile L suivant un des groupes 
de rinvolution. 

On sait aussi que les angles , lels que n\ Pn', , qui onl leur sommet en P et 
dont les cótés s'appuient sur deux poinls conjugués de Tinvolulion du second degré, 
inlerceplenl dans la courbe C3 des cordes qui passent toules par un méme point P" 
de celle courbe , quand d'ailleurs ( et c'esl ici le cas ) les deux tangentes du point 
doublé passent eiles-mémes par deux poinls conjugués de celle involulion (Yoir Chas- 
les - Note sur le principe de Correspondance § XII - Tome XLI des Comptes-Ren- 
dus de l'Académie des sciences de Paris), 

Acluellement, Ics cordes issues du point P" correspondent anharmoniquement aux 
segmenls n, n, , eie, et celles issues du point P' correspondent aux groupes ternaires 
m, ma m3 , eie. Donc les cordes du premier système et celles du second système for- 
menl deux faisceaux homographiques qui, par les inlerseclions mutuelles de leurs ra- 
yons homologues, engendrenl une conique C,. Celle courbe passe par les poinls P', 
P", et aussi par le point de renconlre de la droile P'/Xx ou M avec son homologue 
P"P. Il suffira donc, pour achever de la délerminer, d*en trouver deux autres poinls 
oc et P, ce qu*on fera au moyen de deux autres syslèmes de groupes correspondants 
lels que m\ m\ m'3 , n\ n'^ et m'I m] m'J , n" n"^ , et des cordes F«, P"a et P'|3, P"p, 
auxquelles ces groupes donnent lieu. 

La conique C^^ coupé la cubique C3 en cinq poinls autres que le point P" ; et 
ces cinq poinls etani projetés du point P sur L, donnent precisément les cinq poinls 
cherchés. Ainsi le probléme est résolu. 
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Probléme VI. OmstnUre géométrìquement les racines de Véquatian du dnqiUème 

degré 

«5-4- Aafi-h Bx'-f- C«*-f. D« -4- E = 0. 

Qa'on prenue l'équation da cinquième degré à deux yariabtes 

x^z^-h A« 4- B) 4- Cx*-h D« H- E = 0, 

qui devienl la proposée, quand on y fait 2 «= x. Une infinite de systèmes de racines 
Gonjuguées x, z saiisfont à cette équation» et il s'agit de trouver les cinq systèmes 
dans lesqnels les deiix variables sont égales. 

Sapposons que les variables représentent des segmenta comptés sur une droite à 
partir d'une origine tìxe. 

Ghaque valeur particutière du facteur (2*+ Ax-f- B) ^X donne lieu à un groupe 
temaire de points correspondants aux trois valeurs de x qui résultent de l'équation 
en x^} et, réciproquement, X correspond à chacune de ces trois valeurs indistincte- 
ment. Mais si 2' est une valeur que prend alors la variable 2, %"= — (2'+ A) en 
est une autre; car on a, identiquement: 

— {z'-h A)* — (2'-+- A)A 4- B =2'*-4- A2'4. B 

et par conséquent le coefficient de x^ ne change pas par cette substitution. Dono les 
trois valeurs de x qui correspondent à une valeur de 2 , correspondent aussi toutes 
les trois à une aulre valeur de 2. D'ailleurs ces valeurs conjuguées de 2 forment 
une serie de segments en involution qui a un point doublé à l'infini {Geometrie su- 
périeurey n? 2A2'page 171). Ces segments correspondent anharmoniquement à leurs 
póles harmoniques, pris par rapport à un point &ie de la droite sur laquelle ils sont 
marqués. Donc un de ces póles détermine un segment et par suite la valeur corres- 
pondante de X. On en conclut que les groupes temaires x x' a;" sont eui-mémes en 
involution du troisième ordre, et, en outre , qu'ils correspondent anharmoniquement 
anx segments 2^2". 

La construction des racines de l'équation generale du cinquième degré se trouve 
ainsi ramenée au probléme précédent , et dépend de la construction d'une courbe à 
point doublé du troisième ordre et d'une conique passant par le point doublé. 

Bemarque - On pourrait résoudre le méme probléme, en décompusant ainsi qu'il 
Boit l'équation du cinquième degré, savoir 

(2-h A)«*H- Bx^-H CxV Bx + E => 0. 

Mais il me semble peu intéressant de faire connailre cette seconde solution qui exige 
le trace d'une courbe a point triple du quatrième ordre concurremment avec celui d'une 
eonique, ei qui, par ce fait méme, est moins conforme à l'esprit general des Hathé- 
matiques. 
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Probléme YD. Vingt poirUs etani donnei arbiirairement tur un pian, former deux 
faisceaux généraieurs de la caurbe du cinquième ordre qne ee$ poinU d^ermmeni, 
et conttmire cette courbe. 

Je suppose qa'on sache résoudre cette autre questioo qae j'ai traitée dans un 
Mémoire tur la generation det courbet géométriquet inséré au tome XVI da Jour- 
nal det Savantt étrangertj page 49, savoìr : « Décrire l'une des courfoes du cinqfii^iiie 
ordre qui passent, en nombre infini par 19 points donnés. » Il sufifira méme qn'on sa- 
che troaver, sur une droite menée par deux points connos de cette conrbe, les trois 
aotres points qui lui appartiennent, sans qu'on soit, pour cela, obligé de décrire la 
courbe. 

Gela pose, la courbe du cinquième ordre C5 , que les vingt points donnés déter- 
minent, peut étre regardée comme étant la rétukante de deux faisceaux anharmoni- 
ques, composés, l'un de coniques et l'autre de cubiques. D*aprés un théoréme que 
j'ai démontré dans le Mémoire précité, la question se réduit à déterminer cinq points 
inconnus des bases des deux faisceaux. 

Je suppose que ces cinq points soient tous affectés à la base du faisceau de cu- 
biques. Alors les deux faisceaux générateurs peuvent, d'aprés une notation adoptée, 
étre représentés symboliquement ainsi qu'il suit : 

{ab e :ry 2tt v) [1, 2, 3, 13] 

(defg) [1, 2, 3, 13], 

a, bj e, df e, f, g, 1, 2, 3, ... . 13, étant les yìngt points donnés, et x, y, z, 1», v les 
cinq points inconnus qu'il faut déterminer. 

Le système des deux droites de, fg représente une conique du second faisceau, 
et celui des deux droites df, eg en représente une autre. Soient C3 et C'3 les deux 
courbes du troisiéme ordre qui, dans le premier faisceau, correspondent anharmoni- 
quement à ces deux coniques particulières. Si Ton panrient à les construire, elles fe- 
ront connailre, par leurs inlersections mutuelles, les cinq points inconnus Xj y, z, «, v, 
et méme le neuvième point te; qui est aussi commun à toutes les cubiques du fai- 
sceau. Or cbacune d*elles coupé chacune des droites (ie, fg^ dff ey, en trois points 
qui appartiennent aussi à la courbe du cinquième ordre C5 qu'il s'agit de décrire. 
Ce sont ces points que nous allons trouver. 

Pour cela , soient C 5 et C'J deux quelconques des courbes du cinquième ordre 
qui passent par dix-neuf des points donnés. Chacune d'elies coupera la droite de en trois 
points autres que d et e, et pareillement la droite fg, Ces deux systèmes de trois points 
sur chaque droite, qui pourront, ainsi que je l'ai dit plus haut, se construire par de 
simples intersections de coniques, y déterminent respeclivemenl, une involution cubi- 
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qoe dont font évidemment partie le groupe des trois poinU 9, J 9" interceptés sur 
de^ et le groupe des trois points r, r', t" interceptés sar fq par la courbe cherchée C5. 

Qu'on neglige Tun des dix-neuf points déja employés , en te rempla^ant par le 
Tingtième, et que , par ce nouveau systéme de dix-neuf points, on fasse passer pa- 
reillement deux courbes distinctes du cinquiéme ordre S'5 , ^\ ; on formerà , sur de 
et sur fq^ deus nonvelles involutions cubiques, dont font aussi partie, respectivement, 
les groupes vJtl^ et tt't". 

Yoici donc un des ccs exceptionnels menlionnés ci-dessus (Ihéorème VI), oùdeux 
involutions cubiques sur une méme droile ont un groupe de points communs, et où 
l*on en est informe a ipriati par la nature méme de la question. Supposons qu'on 
sache construire ce groupe; je dirai ci-aprés comment on doit s'y prendre pour cela. 
Les neuf points a, 5, e, 9, J^ J\ r, r', r** délermineront la cubique C3 . En considérant 
ensuìte les deux droites c^, eq^ on trouvera de méme six points Zy $\ s", t, t', C^ de la 
cubique C'3 , qui passe aussi d'ailleurs par les trois points a , ò , e. Enfin les six 
points d'interseclion de C3 et de C'3 seronl précisément les points chercbés :r, y, 2, 
tt, V, w. Le probléme est donc résolu; mais on voit qu'il sera nécessaire de tracer 
complélement les deux cubiques C3 , C'3 ; ce à quoi il était d'ailleurs naturel de s'at- 
tendre dans une question relative aux courbes du cinquiéme ordre. 

Les deux faisceaux générateurs de la courbe C5 élant ainsi déterminés; on trou- 
vera autant de points qu'on voudra de celte courbe, six par six, on construisant les 
cubiques et les coniques correspondantes, et en prenant leurs points d'intersection. 

Il reste enfin à faire voir comment on peut trouver le groupe commun à deux 
involutions cubiques données sur une droite L, quand on sait, par d'autre considé- 
rations (comme c'est ici le cas), qu'un tei groupe existe. 

Soient m^ m, m^ et m'^ m', m'3 les deux groupes qui déterminent la première in- 
volution. Au moyen des deux groupes donnés de la seconde, on cherchera les deux 
groupes mx n, 113 et m'^ vl^ n\ de cette seconde involulion, qui ont en commun avec 
les deux premiers groupes les points m^ et m\ respectivement. 

Cela pose, on construira , comme il est dit aux problémes I et II , une courbe 
du troisième ordre C3 correspondante à la première involulion et douée d'un point 
doublé P. Soit P' le point de concours commun (Probléme I) des cordes inlerceplées 
par la courbe sur les faisceaux de trois droites qui joignent le point P aux trois 
points de chacun des groupes de l'involution. On construira pareillement la courbe 
du troisième ordre C'3 correspondante à la seconde involution, en conservanl le méme 
point doublé P et le méme point de concours P*. Ces deux courbes C3, C'3 ont en 
commun le point doublé P et les deux points [i^ ix\ interceptés par les cordes P'fii , 
Vfi\ sur les rayons Pm, , Pm'x . Donc elles se couperont en trois autres points a, 
^. 7 <l^*Où sait construire géométriquement , sans avoir besoin de tracer les courbes 
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du troisiéme ordre. Si les deux involutions élaient quelconques, parmi les cinq poinls 
Pi 9 F-i f ocf p ei 7, il n*y en aurait pas troìs en ligne droile avec le point P, puis- 
qu'en general deux involulions du méme ordre sur une droile n*onl pas de groupe 
commun (théoréme Y). Mais ici où le groupe existe, il faut au conlraire que celle 
circostance parliculière ait lieu. On remarquera dono quels soni ceux de ces Irois 
poinls qui se Irouverent en ligne droile avec le poinl P*. En les projelant du point 
P sur la droile L> on oblendra les trois poinls du groupe cherché. Ainsi la question 
esl résolue. 

Février 1859. 
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SUR U GOURBURE DUNE SÈRIE DE SURFAGES ET DE LIGNES, 

PAR T. A. HIRST. 



1. Si d*un point Gxe o, origine des coordonnées, on abaisse des perpendiculaires 
sur les plans tangents d'une surface S donnée, ieurs pieds formeront une autre 8ur> 
face Sx qui joue un róle importani dans queiques questions de geometrie et de phy- 
sique. Pour abréger le discours j 'appellerai celte surface S^ la dérivée de la surface 
primitive S, ou plutot la dérivée positive pour la distinguer d'une autre surface S_x , 
derivée negative, qui est l'enveloppe des plans menés par les points de S perpen- 
diculairement aux rayons vecteurs partant dn point fixe o. En prenant la dérivée po- 
sitive de Si et la dérivée negative de S_, on obtient deux nouvelles surfaces S, , 
S_j| , deuxièmes dérivées de S, et en operant de nouveau sur celles-ci, et ainsi de 
suite, on arriverà à la sèrie de surfaces dérivées dont il sera question dans ce me- 
moire. 

Quoique on renconlre assez souvent des surfaces de ce genre dans les travanx 
de plusieurs géomètres, il ne parait pas que Ieurs propriétés aient été éludiées d'une 
manière generale. Cependant les excellentes rechercbes de M. M. Tortolini et W. Ro- 
berts, qui se sont plus specialement occupés de telles surfaces et de telles courbes, 
nous montrent combien le sujet est riche et digne d'étre encore étudié. 

Dans les mémoires de M. Tortolini il s'agit, le plus souvent, des problémes de 
rectification, de quadrature, et de cubature par rapport à queiques unes des dérivées 
centrales des surfaces et des lignes du second ordre; on y trouve aussi, comme nous 
Terrons plus tard, les équations de plusieurs de ces dérivées. Des problémes de méme 
genre sont traités aussi dans les mémoires de M. W. Roberts , mais avec plus de 
généralité; on y trouve introduit pour la première fois la sèrie entière de lignes dé- 
rivées, l'expression generale pour l'èlémcnt de la dérivée de rang n, et plusieurs ap- 
plications intéressantes et remarquables. Du reste c'est à ce geometre que j'emprunte 
les noms de dérivées positives et nègatives, lesquels comme on verrà, sont basès sur 
des propriétés analogues. 

2. L'objet principal de ce mémoire est d'examiner la courbure aux points cor- 
respondants de toutes les dérivées d'une surface quelconque. Mais pour le mieux 
faire j'ai cru devoir considérer queiques propriétés gènèrales tant des surfaces que 
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des lignes planes dérivées: c'est ce qu'on trouvera dans la première partie où je 
développe surlout les relalions inlimcs qui existent entre les surfaces dérivéea » les 
surfaces réciproques polaires, et les surfaces inverses , ou anx rayons vectears réci- 
proques. Dans la seconde parlie je profile des relalions analogues pour éludier la 
courbure des lignes planes dérivées : parmi d'aulres choses j'y arri ve facilement à 
quelques résullals de M. W. Roberls. Enfin dans la troisiéme parlie j 'applique la 
méme mélhode aux surfaces, j*exprime, par exemple, Félément de surface d*une dé- 
rìvée quelconque, el les élémenls qui servenl à definir sa courbure, au moyen des 
élémenls correspondants de la surface primilive. 

I. 

Propriétés générales des surfaces et des Ugnes dérivées. 

3. En éludianl les surfaces dérivées il sera ulile de considérer en méme temps 
deux aulres espèces de surfaces, bien connues, qui onl des rapports très-intimes avec 
ies premières; ce soni des surfaces inverses el des réciproques polaires ^ toules les 
deux prises par rapporl à une méme sphère (k) décrile aulour de Torigine avec un 
rayon arbitraire k, En effel si de l'origine o on abaisse la perpendiculaire am^ , sur 
le pian langenl au poinl m d'une surface quelconque S , on obliendra le point m^ 
qui, sur la première dérivée positive S, , correspond au point m de la surface pri- 
milive S. Si ensuile on prolonge, du còlè de m^ , celle perpendiculaire om^ , jusqu'à 
un poinl m' tei que om^ . om!= k*, le lieu S' de ce nouveau poinl m' sera, évidem- 
ment, et la surface inverse de S, el la réciproque polaire de S. On peut dono dire 
que: la première dérivée positive d'une surface donnée est l'inverse de sa récipro- 
que polaire, el, en observanl que S est la dérivée negative de S^ , que : la première 
dérivée negative d'une surface donnée est la réciproque polaire de sa surface inverse» 

En combinanl donc les propriélés bien connues des surfaces inverses et des ré- 
ciproques polaires on arriverà à celies des surfaces dérivées; parceque pour Topéra- 
tion géomélrique unique qui consiste à prendre la dérivée on peul toujours substiluer 
deux aulres opéralions appliquées successivemenl dans l'un ou dans l'aulre ordre selon 
que la dérivée en question doil élre positive ou negative. Yoilà la marche que nous allons 
suivre , et oulre qu'elle fera connaitre simuitanémenl les propriétés des trois genres 
de surfaces et de courbes si étroilement liées enlres eiles, elle sera souvenl plus sim- 
ple que la mélhode dircele : parceque chacune des opéralions ainsi subsliluées jouil 
de la propriélé précieuse d'étre réciproque, c'est-à-dire de ramener à la surface prì* 
miti ve en y etani appliquée deux fois de suite. 

4. Si d'une surface quelconque et de sa dérivée on prend, toujours par rapport 
à la méme origine, les réciproques polaires, on obliendra deux nouvelles surfaces dé« 
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rìyées. En effet si S' est la réciproque polaire de S elle est néoessaìrement l'iiivene 
de Sg , première dérìvée positive de S; par conséquent S' est la dérivée positive de 
la réeiproqae polaire de S^ , surface qii*il faut done designer par SLf En observant 
qoe la natore de la dérivée est changée en passant anx réciproqaes polaires on verrà 
fiKsilement que : si de diaque turface S^ de la sèrie 

S-H» S_,, Sy Ss ....... S. (A) 

de swrfaces dérivées o» fftnd la réciproque polaire S'.^ on óMendra une nouvdìe 
sèrie de surfaces derive^ 

S« Sj , S , S^, 9 S«^ 9 (B) 

nmgées dans un ordre nwerse par rappori à edui des surfaces deìapremière sèrie. 

Si au lieu de prendre les réciproques polaires on prend les surfaces respective- 
ment inverses de celles de la sèrie (A) on arriverà èvidemment à la mème sèrie 
(B), sana que l'ordre dans leqael ses termes se soivent soit ehangè ; car , en (gene- 
ral, Si. est rinverse de S'.^,^,, . Les deax sèrìes sont dono vraiment conjngoèes, et 
par elles on voit sans peine la liaison qni esiste entre les dèrivèes positi ves et né- 
gatives d'une sorface quelcon<{ae; liaison qn'on peut exprimer deplosieors manières. 
Par exemple ponr des valeors positives oa négatives de n on peot dire que : 

La réciproque poUdre de la dérivée du rang n d'une surface donnée S esi la 
dérivée du rang -— n de sa réciproque polaire ou, ce qui revieni au méme^ la dé- 
rìvée durang — (n+i) de la surface inverse ile S* On peut dire ausai que: 

L'inverse de la dérivée du rang n d'une surf ace donnée S est la dérivée du 
rang — n de sa surface inverse cu, ce qui esi la mime chose, la dérivée du rang 
— (n— i) de la réciproque polaire de S. 

5. Lorsque une surface a pour réciproque polaire, on pour inverse» une surface 
du mème ordre, ou bien une surface qui diffère de la première en grandeur et en 
position seulement, la relation entre les dèrivèes positives et négatives devient encore 
phn ètroite. 

Ponr avoir un exemple soit S une surface de second ordre; sa réciproque polaire 
S' le sera aussi et leurs dèrivèes S, , S', du rang n seront ègalement des surfaces 
du mème ordre. Mais nous avons vu que S', est la réciproque polaire de S.^ , et 
en mème temps l'inverse de S_^|^,) , en sorte que: 

Entre les dérivées posiiivei a négatives de mime rang d'une surface de second 
ordre la réadon est tdle que l'une est la réciproque polaire d'une surface de méme 
ordre que l'autre : et entre une dérivée positive quelconque et la dérivée negative 
d'un rang inférieur de l'unite la rdation est tétte que l'une est l'inverse d'une 
surface de méme ordre que l'autre. 

Les propriètès gèomètriques des dèrivèes négatives d'une surface de second ordre 

Tom. IL N? 2. 1850. ^3 
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ne soni donc qne les réciproqoes de celles des dérìvées positives de méme rang, et 
les inverses de celles des dérìvées positives d'un rang supérìeur d'une unite. En somme 
les dérìvées positives étant connnes les dérìvées négatives le sont aussi, et réciproque- 
ment. Par exemple étant donnée l'éqnation 

S,= F(«, y, z, a, ò, l) = 

de la dérìvée dn rang n, positif on négatif , d'une surface de second ordre S, dont 
l'éqnation generale contient les dix coefGcients a, ò, . . . l ^ on pent troover facile- 
ment l'éqnation de la dérìvée dont le rang est marqoé par — (n — 1) . En effet 
soit a\ h\ .... r des coefGcients qni correspondent à a, ò, . . . . / dans l'équation 
de S', réciproqne polaire de S par rapport à la sphére de rayon k autour de l'orì- 
gine ('); l'éqnation de la dérìvée du rang n de S' sera évidemment 

S'. = F(«, y, %, a\ h\ . . . . r) = 0. 

De cette éqnation on passe sans peine à celle de S^«_x) , qni est l'inverse de S',, ^ 

en rempla^ant «, y, % par ^-5» A^^» Ar*— ,où r*=a5'-|-y*-l-**. Mais le rayon A; 

étant arbitraire doit évidemment disparaitre de cette éqnation finale; donc en le snp- 
posant dès le commencement égal a l'unite, nous aurons pour la dérìvée du rang 
— (n — 1) de la surface S l'équation 

S_^^,,= F ( — , —, —, a', ò', ... . rj=0, 

équation dont le degré est, en general, le doublé de celui de S.= 0. 

En théorìe il est aussi facile de trouver l'équation de S.. étant donnée celle de 
S« ; pour cela il faudrait passer de l'équation de S', à celle de sa réciproque po- 
laire. Mais> comme on sait, les diCBcultés pratiquées de ce passage augmentent beaucoup 
avec l'ordre de la surface S«. 

6. Gomme application considérons les dérìvées centrales de l'ellipsoì'de dont l'é- 
quation est 

«* y' «' - 

ifc* fc* fc* 
Rempla^ant a, ò, e par — , j- , — on a pour l'équation de l'ellipsolde S', récipro- 

(HOC 

que polaire de S , 

a'x''^ òV-f- c»«»=: Af* , (S') 



(1) Voir la Note II à la fin da Mémoire. 
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et en metlant dans celle-ci ^-?9 ^*ZJ* ^ — aulieu de«, |f)2, on obtienl réquation 

a*x*-h *Vh- cV= r* (S,) 

de la première dérivée positive de S qui, comme on sait, est la surface d'élasticité 
de Fresnel. D'un autre coté Tìnverse de Tellipsoide primitive S, ayant pour équation 

X* y* z* r* , 

est évidemment une autre surface d'élasticité ; la réciproque polaire de celle-ci sera 
la première dérivée negative S., . Dans une communication faite à la Société royale 
de Londres le 22 Février, 1858, M. Gayley annonce la découverte de l'équation de 
cette dérivée S., , qui selon luì est déja du 10°*' ordre. Jusqu'ici les premières dérivées 
posilìves et négalives, sont, je crois, les seules dérivées cenlrales de l'ellipsoide dont 
les équations aient été trouvées; mais selon les principes du n? précédenl il est facile 
d'en ajouter une troisième équation. En effet si dans l'équation S.|=0 de M. Gayley on 

X y z \ \ \ 

remplace 05, y, %, a, ò, e respectivement par 3 » ^ » ;^ » " » r » ~ ®Ue deviendra l'é- 
quation de la deuxième dérivée positive S, ; une surface , probablement , du 20"* 
ordre. 

7. Les principes des n*". 4 et 5 s'appliquent évidemment aux dérivées des lignes 
planes. Quant aux dérivées centrales de l'ellipse, les équations de la première nega- 
tive et de la deuxième positive ont été trouvées séparément par M. Tortolini de- 
puis plusieurs années; pour y arriver il a fallu des arti6ces d'élimination très ingé- 
nieux. 

Pour la première dérivée negative, la courbe de Talbot, M. Tortolini trouve cette 
équation du 6°" degré : (') 



[4(a*4- **— o' b*) — 3(aV-h 6y) f 

(S_.) 
= [9a»(26'— a»)a;*-+- 9ò»(2a*— 6»)y»— 4(a*-h ò')(2a»— ò»)(2ò»-. a*) ]' , 

l'ellipse primitive ayant pour équation 

J+l-!^!. (S) 

a 

Selon le n? 5 donc la deuxième^ dérivée positive S, est une ligne du 12'°'' ordre 



(I) Yoir la Raccolta Scientifica, Num. 6, 1846: ou le Journal de Creile, t. 33, p. 93, 1846; ou enfln 
les Nouvellei Annala de MathénuUiquet de terquem, t. 5, pag. 365, 1846. 
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d? Il 1 1 
doni l*éqaatioii se deduit de (S..) en mettanl ri » ^ » ~ > r *^ ^^^^ ^® '» !f» ^9 ^* ^ 

après catte substitntion on maltiplie partoot par r'' a" ò" on obtiendra 

L'équatìon de cette eoorbe que M. Tortolini a trouvée directement (') a une 
forme meins explicite et parait étre da 16"^ ordrc. Maia en la regardant attentive- 
ment od troavera qn'elle contient le factenr r* ce qui redait le degré ao 14^; en- 
suite, cornine l'aoteur loi-méme obsenre, les tennes de la plus haute dimenskm se de- 
traìsent, en sorte qoe, tontes les poissances étant paires, l'équatìon qui reste est dn 
12"* degré et susceptible d'étre mise sons la forme (S,). 

8. Des simplifications semblables ont lieo tootes les fois que la courbe oa la sor- 
face primitive coincide avec son inverse, oo ne différe de celle-ci qn'en grandenr et 
en position. 

Par exemple l'inverse d'one circonférence S étant nne antre ciroonférence (*), la 
dérivée S.^ est l'inverse d'une courbe S'. de méme espèce que S. , et la réciproque 
polaire d'une autre courbe du méme ordre que S,^, . En effet la première dérivée 
negative d'une circonférence S est , comme on sait , une conique concentrique dont 
un des foyers coincide avec l'origine; la première dérivée positive, le Uma^on de 
Pascal, est l'inverse d'une autre conique dont le foyer et l'axe focal coTneident, re- 
spectivement, avec le foyer et l'axe focal de S., . Si la circonférence S se rédoit 
à un point P, son inverse se réduira à un autre point P* de la droite oP. Les pre- 
mières dérivées négatives P., , V^^ sont des droites menées respectivement par les 
points P, P* perpendiculaires à la droite oPF; les dérivées secondes P_, , P^^ sont 
des paraboles ayant l'origine pour foyer commun, et les points P, F ponr sommets, 
et ainsi de suite. Quant aux dérivées positives, les premières P^ , P*, sont respecti- 
vement les inverses des droites F_, , P.^ ou, ce qui est la méme chose, les récipro- 
ques polaires des paraboles P*.^ , P, ; c'est-à-dire elles sont dea circonférences ayant 
pour diamètres les droites oP, oF. Les dérivées secondes P, , P*, sont, au contraire, 
ics inverses des paraboles P*.., , P_s et par conséquent des cardioides ayant Tori- 
gine pour point de rebroussement commun et passant, respectivement, par P et P*. 

Les surfaces -dérivées d'une sphère et d'un point, dont il sera question plus tard, 
s'obtiennent évidemment en faisant toumer ces courbes autour de leur axe de symé- 

trie commun. 

■ — ■ ■ ■ . ■ ■ ... I » 

(i) Voir le GwnaU Àreaéieo, t. CV, 1845, 
(S) Voir la Note I à la fin do Mémoire. 
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Il y a aussi des conrbes (et des sorfaces) qui coìDcident avec leurs inverses. Telles 
sonty par exemple, toules les courbes doni l'équation polaire a la forme 

r*-|- rf{B) 4- i5f*= 
où f{9) est une fonction qnelconque de Tangle 0, et k est une constante. Pour ce s 
courbes Ics dérìvées, positives et négatives, du méme rang sont simplement des cour- 
bes inyerses : les ovales de Descartes noos en présentent un cas partìculier. 

9. Reprcnons une surface quelconquc S et sa réciproque polaire S'. Soientmet 
m' deux points correspondants de ces surfaces; on sait que le pian tangent en m est 
perpendiculaire au rayon recteur offi^ et vice vena le pian qui touche S' au poinl 
ni est perpendiculaire au rayon recteur om ; cn d'autres lermes les normales en m 
et m' sont respectivement parallèles aux rayons vecteurs qui aboutissent en m' et m. 
Les deux normales correspondantes soni donc situées dans le pian des rayons vecteurs 
et chacune d'elles fait avec son rayon vecteur un angle aìgu ^ égal à l'angle de ces 
rayons. 

De méme en considérant la surface S' et son inverse S| , première dérivée po- 
sitive de S, on sait quc les normales aux points correspondants m! et fHi sont si- 
tuées avec le rayon vecteur commun dans un méme pian ; qn*elles soni situées de 
pari et d*autre de ce rayon et forment avec lui le méme angle ^ (*). 

En réunissant ces propriétés on déduit sans peine celles, déjà connues, des sur- 
faces dérìvées S et S^ : c*est-à-4ire 1? les normales aux points correspondants m et 
iiii soni situées avec leur rayons vecteurs onif om^ dans un méme pian, 2! l'angle 
que chacune des deux normales fait avec son rayon vecteur est égal à l'angle ^ de 
ces deux rayons 3? ces normales sont situées d'un méme coté par rapport aux rayons 
vecteurs , en sorte que la normale en m, de la dérìvée positive divise en parties 
égales le rayon vecteur om qui aboutit au point correspondant de la surface primiti- 
ve. Il est facile à présenl d'étendre ces proprie tés à tonte la sèrie 

s«H» s_, 9 s , s, , s, 

de surfaces dérìvées. En effet : 1? les rayons vecteurs aux points correspondants de 
ces surfaces sont tous situés dans un méme pian qui contieni aussi la suite de nor- 
males correspondantes, 2? l'angle ^ de deux rayons vecteurs conséculifs est Constant 
et égal à l'angle aigu forme par chaque normale et le rayon vecteur qui aboutit au 
méme point , 3? la normale a chaque surface S. divise en parties égales le rayon 
vecteur précédent, c'est-è-dire le rayon vecteur qui aboutit au point correspondant de 
la dérìvée S_x, 4? les plans tangents aux points correspondants sont tous perpen- 
diculaires au pian des rayons vecteurs ; lequel est aìnsi découpé par une suite de 
lignes droites qui, avec les rayons vecteurs, forment une suite de trìangles rectan- 

(1) Voir la Note I à h an da Mémoire. 
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gles, semblables ; 5? chaque rayon vecteur r„ élant hypolhénuse d'un triangle et cóle 
(1u triangle précédent on a évidemment les relalions 

r„= r„_, cos vp = r„_a cos*tJ/ = r cos"vp (1) 

10. Si Tangle ^ s*óvanouit toiis les rayons vecteurs correspondants auront la méme 
direction et la méme longueur; c'est-à-dire que les normales abaissées de l'origine sur 
la surface primitive sont communes à toutes les surfaces dérivées, chacune desquelles 
passe par leurs pieds, 

On peut démontrer aussi que les deux plans des sections principales de la surface 
primitive mcnés par chacune des normales abaissées de l'origine sont aussi communs 
à toutes les surfaces dérivées. En effet soit m le pied d*une quelconque de ces nor- 
males, et par conséquent un point sur chaque dérivée; soit m' un point de la sur- 
face primitive S infiniment voisin de m et situé avec lui sur une ligne de courbure. 
La normale en m' rencontrera la normale om ; par conséquent le pian déterminé par 
le rayon vecteur om! et la normale en m', lequel comme nous savons contieni tous 
les rayons vecteurs qui correspondent à othl, ce pian dis-je passe par la normale om, 
commune à toutes les surfaces dérivées. Mais le pian des rayons vecteurs correspon- 
dants contieni aussi les normales aux points m', , m', .... qui correspondent sur les 
dérivées au point mi de S, en sorte que toutes ces normales rencontreront nécessai- 
rement la normale unique om , et chacun des élémenls mm\ , mm\ .... sur les 
dérivées consccutives Sj , S, . . . . apparliendra à une ligne de courbure. Il en resulta 
que pour chaque dérivée le pian des rayons vecteurs correspondants om\ om\ , om\ .... 
est celui d*une section principale au point m. 

Il s'ensuit encore que, pour des points in6niment voisins de m, les sections principales 
des surfaces dérivées forment deux séries de courbes dérivées. Plus tard ces résultats 
seront vérifiés par le calcul qui en méme temps donncra pour chaque dérivée les valeurs 
des rayons de courbure des sections principales au point m. 

11. Si ^ est un angle droit rn^rcos^^^ sera nul ou infini selon que n est po- 
sitive ou negative. Ce cas arriverà quand le pian tangent au point m de la surface 
S passera par l'origine ; alors tous les points correspondants des dérivées positi ves 
S, , Sa ... . coincideront avec l'origine , tandis que tous ceux des dérivées négaliyes 
S_, , S_a . . . . seront à l'infini. Toutes les dérivées Sa/, positives et négatives, de 
rang pair auront le méme pian tangent aux points qui correspondent à m , el les 
dérivées Sa^^, de rang impair seront touchées aux points correspondants par un méme 
pian perpendiculaire au premier et au rayon vecteur om. 

De ces considérations il résulte, que C designant le còne circonscrit à la surface 
primitive S et ayant l'origine pour sommet , parmi les dérivées positives celles de 
rang pair sont touchées à l'origine par le còne C, tandis que celles de rang impair 
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y sont louchées par un aulre cóne C supplémcntaire à C. D*uiì autre còle Ics dc- 
rivées négatives de rang pair et celles de rang impair auronl respeclivemenl ces mémes 
cónes C et C pour cónes asymptoliques. Si le cóne C devient un pian le cóne sup- 
plémentaire C se réduira à une droìte avec laquelle les surfaces dérivées se confon- 
dront à Torigine ou à TinGni. 

Si la surface primitive elle-méme a le cóne G pour cóne tangent à Torigine les 
propriélés des dérivées positives resteront les mémes; mais il peut arrivcr que parmi 
les dérivées négatives quelques unes soient touchées à Torigine et d*autres à Tinfini 
par ces cónes C et C; tandis qu*il y en aura une pour laquelle la courbe de con- 
tact avec G ou G' peut étre à une distance finie de Forigine. Mais il est hors de 
notre objel d*entrer dans ces détails; pour cel objet les propriélés des surfaces dérivées 
dejà indiquées suf6ront. Observons seulement que ces propriélés, avec des modiOca- 
tions évidentes, appartiennent aussi aux dérivées des courbcs planes. 

IL 

Sur la courbure des dérivées d'une courbe piane. 

12. Il serait facile de délerminer directement la courbure des ligncs dérivées mais 
pour suivre la marche indiquée au n? 3 nous allons assujettir les lignes inverses et 
réciproques polaires à une elude dircele; ensuite nous en deduirons la courbure des 
lignes dérivées. 

Nous partons de ce théorcme : Si de deux courbes (ou surfaces) 3 et 2, oscu- 
latrices en un point m, on prend les inverses, ou les réciproques polaires, on ob- 
tiendra deux nouvelles courbes (ou surfaces) S' et 1' également osculatrices au point 
correspondant mi, Nous supprimons la démonstration, qui du reste n'offre pas de dif- 
ficulté, en observant que du n? 3 il résulle comme coroUaire que les dérivées S, et 
2, sont aussi osculatrices au point correspondant m,. 

13. Soit Si et S' deux lignes inverses: on sait que leurs cercles osculaleurs aux 
points correspondants m, et m' sont des circonférences inverses , et par conséquenl 
que les centres e, et (/ de courbure sont en ligne droitc avec Torigine o ('). Getle 
ligne oc^ e' des centres est une iransversale du Iriangle isocèle forme par le rayon 
vecteur om, m' et les normalcs m^c^ , m'c' ; Iriangle qui a m^ml pour base , et ^ 
pour chacun des angles égaux. Désignons par p, et p' les rayons de courbure aux 
points m, et m' et, quant à leurs signes, convenons loujours de considérer chaque 
rayon de courbure comme positif ou négatif sdon que l'origine et le centre de cour- 
bure sont aux còtés opposés ou au méme coté de la tangente. Gela pose il est clair 
que les projections des lignes des centres oc^ , oc' sur la direction du rayon vecteur 

(1) Yoir la Note I. 
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auroDl poar yalèurs 

où les rayons vecteurs r^, r' soni loujours positifo, pendant qne chaque projection 
est positive oa negative selon qu'elle tombe au coté positif ou négatif de l'orìgine. 
Le rapport entre ces projections est évidemment égal, au signe près, an rapport en- 
tres les rayons de courbure p, , p , et si on se rappelle qne, quand e, et e' sont d'un 
méme coté de l'origine, les projections ont le méme signe et les rayons de courbnre 
des signes contraires ; tandis que, quand l'origine se trouve entre les centres e, , c\ 
ce sont les projections qui dUTèrent de signes et non pas les rayons de courbure, on 
verrà que dans tous les cas 

r, + p, cos 4> p, 

r-f-pcos (f p 

relation qu'il sera commode d'écrìre ainsi : 



I f 



rt r 



-1 n 



+ 2 = 0, (2) 



où pour abréger [i^ = cos ({>. 

14. Passons maintcnant à considérer deux lignes S et S' réciproques polaires. On 
sait qu'en general on peut trouver une conique 2, ayant l'orìgine pour centre, qui aura 
un contact de second ordre avec S au point m. Cela étantle théorème dun?12 fait 
voir que la conique 1' , réciproque polaire de 2 , sera osculatrìce à S' au point 
correspondant m'. Il sufGt donc de chercher la relation entre les rayons de courbure 
p, p aux points correspondants des coniques polaires 2 et 2'. Admettons pour fixer 
les idées que ces coniques, qui sont concentriques et toujours du méme espéce ('), 
soient des ellipses et soient 2^, 2^ les diamétres de 2, l' conjugués respectivement 
aux diamétres 2r, 2r'. On voit sans peine, d'une part que l'angle des demi-diamétres 
^, f est égal a l'angle <p des rayons vecteurs, et d'autre part que les extremités de 
^ , . ^ sont des points correspondants des coniques 2, 2* : car ^ et ^' sont respecti- 
vement, perpendiculaires à r' et r, et les tangentes aux extremités de d et ^ sont 
respectivement perpendiculaires à ^ et ^. Mais entre les rayons vecteurs de chaque 
paire de point correspondants on a cette relation très-simple : chaque rayon vecteur 
est en raison inverse de la projection sur lui du rayon vecteur correspondant, don(^ 

rr'fi^=s ^^1^1,= k*== constante, 
d'où on tire 



(1) Voir la Note II. 
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Cede équation, an moyen det nUtions bien connaes 

donne immédiatement 



_p__, -p = j^. 



(3) 



I 

15.. Poor avoir la relation entre les rayons de courbare p, p, aux poinls corre- 
spondanls de la ligne S et de sa dériyée positive S^ il suffil , selon le prìncipe du 
n? 3, d'idenlifier les conrbes S' des n*'. 13 et 14; c'esl-à-dire de chasser, de Té- 

quation (2) , le rapport — \ au moyen de sa yalear donnée par Téquation (3), ce 
qui donne 

— -+■^4-2=0; (4) 

relation qui, pour les dérìvées consécutiyes S» , S.^^ , devient 

— +^^^^==5+2 = . (5) 

16. Soit 9^ Tangle que fait le rayon vecteur r, avec un axe 6xe quelconque , 
et 8^ Tare de la dériyée S» compté d'on point fixe jusqo'au point m« , où aboatit le 
rayon vecteur r« de manière à croitre avec 0^ : on aura éyidemment 

ti,é8^= r, A9, . (6) 

D*un autre coté en se rappelant que l'angle infinimment petit éO^^^ de deux rayons 
yecteurs consécutife de la dérìvée S^^^ est égal, au signe près, à l'angle des nor- 
males consécutiyes au point correspondant de S,, on yérifie facilement que 



d0.+. 



= — p«; 



équation qui au moyen de la demiére deyient 

et ainsi donne la signification géométrique du rapport entre le rayon recteur r. et la 

projection sur lui du rayon de courbure p« . Au moyen de (7) la relation ($) ^e 

transforme en 

d(?,^.-2dfi,4-d(?^,= 0; (8) 

équation qui, par sommation, s'applique aux arcs finis correspondants de trois dérì- 
yées consécutiyes, et du reste est très-facile à obtenir directement; en sorte que oous 
Tom. II. n: a. 1859. 14 
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anrions pu la prendre pour point de départ et au moyen de (7) oblenir de saite la 
relation (5): mais pour les raisons indiqnées au n? S^nous avons choisi une aotre 
marche. 

il. Pour les dérivées positives de S on a dono les n — 1 équations 

de, — 2da^, -h da,^= , 

àO^t- 2da,^4- d0^3== , 



de, — 2de, 4- de = ; 

lesquelles, multipliées respectivement par les facteurs 1, 2, . . . . n — i| donnent pour 
somme 

de,-+- [ (n — 2) — 2(n — 1) ]de,H- (n — 1) de = , 

ou, ce qui est la méme chose, 

de,= nde,— (n — l)de , 
ou enfin, par l'équation (7), 

_ de,« (n —-hn — i\àe. (9) 

\ /*iP / 

En mettant ici pour de, , de leurs valeurs tirées de Téquation (6) on obtient 

— d«„= f** (n — + n — 1 W (10) 



5„= f** In h n — 1 ]ds'. 



expression qui se réduit à celle de M. W. Roberta déjà citée au n? 1. (*). Enfin au 
moyen des formules (7) et (9) on a 

n -+-(»-+- 1) — 
- Ji-= ^ll (11) 

f*i P» ^ i ^ •, •* 
n — 1 -r ti 

f*iP 
Ges trois formules ont élé déduites en supposant que n soit un entier pmUf, 
mais elles sont vraies aussi pour des valeurs négatives de n si toutefois on convient 
de representer par r.^ $ 8.^^ p.^ les quanlilés qui, pour la dérivée negative S.^» i 
correspondenl k r^ Sy p de la courbe primitive S. Cesi ce qu*on peut démontrer fa- 
cilement de plusieurs manières, et entre d'autres au moyen du théorème donne au 
n? 4, qui fait voir que si S' est Tinverse de S., l'inverse de S, sera S'.« . En 

(1) Journal de M<UhémtUique$, t. X, p. 178; 1845. En 1843 M. Roberts avait déjà communiqué les 
resultats de ce mémoire à l'Academie royale d'Irlande; no extrait -de sa commanication se trouve daos 
le Philotophieal Magannt, t. 23, p. 140; 1843. 
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effet en passanl des lignes S, S« a leurs inverses S', S'.^ on a évidemment les éga- 
lités d9 = dd', dd.= d9'^ et, selon Téqualion (2), la relalìon 

en sorte que par subslilution Téqualion (9) devient, en supprimant les accenls, 

— dd_»= ( — n -^^^ n— 1 V 

\ f*iP / 

qui ne différe de (9) que par le signe de n. Quanl auxformules (10), (11) il n*est 
pas nécessaire de répéler celle démonslralion, car elles soni déduiles de Téqualion (9), 
au moyen des formules (6) et (7) lesquelles soni évidemment générales. 

18. Les trois demières formules prennent une forme quelque fois plus commode 
en y indroduisanl le rapport 

— /*! P» 



«« 



»•»+ f*I P» 

des segments dans lesquels le rayon vecteur est partagéenprojetantsurluile centre 
de courbure^ rapport qui est positif ou négatif selon que le rayon Tecteur est ainsi di- 
vise inlérieurement ou extérieurement. Alors on aura pour chaque valeur entière, po- 
sitive ou negative, de n les formules simples 

£,= n.+.e, d0„ = ^!^d5, d5.= ^Ì±-V: d5 , (12) 

doni les deux demières donnenl 



^J^^^!^ =^ = -d^. (13) 

àSn _ d5^, __d5 dvf 



> 



(14) 



d0^— de 

car dans Téquation (13) le premier rapport est évidemment égal a ou 



e« 



■ , et par le n. 9, — — = vj; • 
n n 

A ces formules nous en ajoulons une quatrième, irès-utile pour la reclification des 

lignes dérivées. Désignons, en general , par t^ la distance sur la tangente entre le 

point de contact et le pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine; en d'autres ter- 

mes la dislance entre deux points correspondants des dérivées conséeutives S„ , S^^^ . 

On a évidemment 
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En mettanl ici pour dr» , dr^^^ leurs valeurs ds» sin 4* » ds«^.i sin <p on oblient 

d«»— d/»= /*, ds^+, , (15) 

relation cntre Faceroissement de la différence s^ — t^ et celoi de Fare s^^^ qu*il est 
facile à demontrer directement ; on lai donne une autre forme en observant qne , 
selon le formale (14)9 

en sorte que (15) devienl 

d5,-d<„=!:±2-d*,^.. (16) 

19. Sans entrer dans une discassion complète de ces formules en voici quelques 
conséquences. Si le rapport e est Constant pour tous les points de la ligne primitive 
S toutes ses dérivées jouiront de la méme propriélé; c*est ce qui est évident d'aprés 
l'équation (12). Mais dans celte hypothèse on peut intégrer Féquation (13) etende- 
duire 

6 6 6 

^-^=^^:=L «!. = — j, (17) 

pourvu qu*on prenne pour axe polaire une des normales abaissées de Torigine qui, 
selon le n? 10, sont communes à toutes les dérivées; car alors les angles 9^ , 0..^ . . 
, , ,6f ^ doivent s'évanouir ensemble. De méme si on compte les arcs s^, s«.i .... 
à partir du point de cet axe commun à toutes les dérivées on tire de (16) cette 
équation remarquable 



«,-«»= r±^».+. (18) 



'«4.» 



20. L'équation polaire de toutes les courbes qui jouissent de ces propriétés se 
déduit facilement de Féquation (17) qui n*est autre chose que leur équation différen- 
tielle. En effet on en tire, pour une valeur quelconque de n, 



9 dr 

— tan — = — T^ «tana». 
e. r^ à9^ 



En intégrant on trouve 
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t 9 

r,=6=: a C08 " - = a cos""^» (E,) 

pour i*équatìoB de la dérivée da rang n de la ligne representée par 

e 

r = a cos* - ; (E) 

la constante arbitraire a est la méme dans ces équations parceqae, selon le n? 10, 
chaque dériyée E, doit passer par un méme point de Taxe 0=0. 

Les courbes (E) que nous yenons de trouver par la condition e = constante ap- 
partiennent à une classe bien connue et importante. Leurs courbes inverses et réci- 
proques polaires appartiennent évidemment à la méme classe qui renferme , comme 
deux cas particuliers» la suite des dérivées d*un point (c*est le cas qui répood à une 
valeur entière de e„), et la suite des dérivées d*une hyperbole equilatere (e = — \) 
dont la première positive est, comme on sait, \9l lemniscate de BemoulU{t^=: \). En 
general chaque courbe (E.) est symétrique par rapport à l'axe polaire, qu'elle coupé 
orthogonalement , et scs branches se rencootrent à Torigine ou s*étendent à Tinfini 
selon que e. est positive ou negative. 

Si e est positive non seulement la courbe primitive E mais chacune de ses dé- 
rivées positives aura des branches qui se terminent à Torigine , par suite entre les 
arcs complets S« de ces dérivées positives Téquation (18) nous donne la relation 

S.= |=±i-S.^.j (19) 

car à Torigine <„= 0. 

De cette formule on voit , que les arcs complets S , Sg étant connus , ceux de 
totttes les autres dérivées positives le seront. On en deduit aussi sans peine : 

s s 

en sorte que Texpression " *'*'' est indépendante de n. Elle ne dépend pas non plus 

de e parceque on peut prendre une courbe quelconque de la sèrie pour courbe pri- 
mive, par conséquent, la valeur de cette expression est constante, non seulement pour 
les lignes de la méme suite de dérivées, mais pour toute ligne de la classe dont l'é- 
quation a la forme (E), et pour laquelle e est positive. On trouve la valeur de cette 
constante en considérant les dérivées positive d'un point, qui répondent à la valeur 
e«=3n. La première dérivée étant une circonférence de diamètre a nous donne S,=7ra; 
la deuxième qui est une cardioide sur la méme ligne a a pour périmètre Sa«s4a, en 
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sorte que 

^i^ = 2,to' . (20) 

Ed résumé voici des propriétés de la classe de courbes doni Téquatioo polaire 

est de la forme 

$ 
r =a cos* - • (E) 

1? L'inverse, la réciproque polaire et la dérivée de rang n de chaque coarbe E 
appartieoDent à la méme classe; leurs éqnations s*obtiennent de celle de la conrbe pri- 
mitive en y mettant, respectivement, — e , — (1 -f- e) > n + e au lieu de e. 

2? Chaque courbe E jouit de la propriélé que : pour un point quelconque le 
centre de courbure projeté orthogonalement sur le rayon vecteur le partage en denx 
segments dont le rapporl est Constant et égal a e. 

3? Les angles que soutendent à Forigine deux arcs correspondants de E et d'une 
quelconque E^ des ses dérivées sont proportionnels au rapporta e, e^ qui apparlien- 
nenl à ces courbes. 

4? La différence des longueurs d'un are de E et la tangente en son eztrémité 
(comptés tous les deux à partir des pieds des normales abaissées de l'origine) est pro- 
portionelle à l'are correspondant de la deuxième dérivée positive de E. 

5? Pourvu que e soit positive , le rapport entre les arcs completa de E et de 
sa deuxième dérivée positive E, est égal au rapport des rapporta e^ et e, qui ap- 
partiennent, respectivemeut, à la première, et à la deuxième dérivée. 

6? Sous la méme condilion de e positive, le produit des arcs completa d*une coarbe 
E et de sa première dérivée positive Eg , divisée par le rapport e^ qui appartieni 
a cette dérivée, est égal a 27ra', et par conséquent le méme quelque soit la valeur 
de e qui parlicularise la courbe E. 

Toutes ces propriétés, à l'exception, peut-étre, de la seconde, ont été trouvées à 
plusieurs reprises et par d'aulres moyens par M. W. Roberts. Dans son premier mé- 
moire (') ce geometre habile a reconnu ces propriétés comme appartenant seulement 
aux dérivées positives de l'hyperbole equilatere; il a établit la propriété 6? en recti- 
fiant la lemniscate et sa dérivée et en se servant d'une formule de Legendre rela- 
tive aux fonclions elliptiques complétes de première et de seconde espèce aux mo- 
dules complémentaires. Dans un autre mémoire (') le méme geometre fait observer 
que les propriétés 1^ et 4^ appartiennent à tonte courbe de la classe (E); et enfin, 



(1) Journal de MalhénuUiques, t. X, p. 187; 1845. 

(2) Ibid, t. XII, p. 448; 1847. 
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dans un troisiéme note (*), il arrìve à la proprìélé generale 6' eo se servanl d*an 
théorème bien connn relatif au produit de deux intégrales enlériennes. 

21. Il y a un cas parliculier qui mérile d'élre considéré a pari; c'esl le cas où 
le Constant rapport e devienl infini, ce qui arriverà quand, pour chaque point de S 

Cette conditìon exprime que la projection de chaque cenlre de courbure sur le 
rayon vecteur coincide avec l'origine, propriété caracléristique et bien connue de la 
spirale logarithmique. Dans ce cas les formules (11) , (12) donnent pour tonte va- 
leur de n 



r» 



= — 1 , e,=: 00 ; 

en sorte que les dérivées S^ soni toutes des spirales logarithmiques de méme pole, 

situéà l'origine, et de méme obliquile. En mén^ temps l'équation (13) donne d({>=0, 

ou <p = constante comme cela doit étre. 

Observons en passant que , méme dans le eas general où e , et par conséquent 

r 
— 9 est variable avec le rayon vecteur , — 1 est toujours la limile vers laquelle 

r 

—^ converge quand n augmente, de sorte qu*on peut dire que : la demière dérivée 
f^iPti 

d'une courbe quelconque jouit de la propriété caractéristique d*utie spirale logarithrai- 
que. Cependant il ne faut pas dire que celle demière dérivée se réduil actuellement à 
une Ielle courbe; car il est évidemmenl contrairé à la propriété fondamentale des 
courbes dérivées de supposer qu'une courbe primitive, pour laquelle l'angle ^ varie 
avec le rayon vecteur , peut avoir pour dérivée une spirale logarithmique pour la- 
quelle cet angle ^ est Constant. En effet il est facile à conslaler que lous Ics poinls 
m^ qui, sur la dernière dérivée, correspondent à des poinls m de la courbe primi- 
tive où l'angle ^ n'est pas nul , coì'ncident ou avec l'origine ou avec des poinls à 
l'infini, selon que n est positive ou negative. Cesi seulement pour des poinls m in- 
finiments voisins du pied d'une des normales communes abaissées de l'origine , que 
n^p =s — e^ peut avoir une valeur finie, landis que 

lim (r„) = r lim.(cos'*4') = »•• 

Dans ce cas les poinls correspondanls m« seront sur une circonférence de rayon r. 
La demière dérivée se reduit donc à un point, l'origine, et à des circonférences au- 
tour de Torigine passant par les pieds des normales communes. La demière dérivée 

(1) Ibid. t XV, p. 214; 1850. 
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negative se rédaìt aux mémes circonférences avec une ligne à Tinfini. Da reste ee 

point, ces circonférences et cette ligne peuvenl étre regardées oomme des spirales lo- 

garìthmiques particuliéres. 

22. Avant de passer aux dérìvées des snrfaces reprenons, ponr un moment* une 

coorbe primitive S quelconque. Qaelque soit, en on de ses points m, la vakar de 

f» 
— ou de e on pent, cn general, tronver une courbe 

e 

r = a cos* — , (E) 



e 



osculatrice à S en ce point m. Pour cela on determinerà Taxe de E au moyen de 
l'équation (17), c'est-à-dire en prenant Tangle 9 entre cet axe et le rayon vecteur 

e 

ùm tei que soit égale à la valeur de <p au point m qu'on considère; ensuite 

' 9 

on prendra pour a une ligne telle que a cos*- soit égale au rayon vecteur qui abou- 

tit au méme point m. Ces déterminations faites la courbe 

e 9 

r,= a cos * — = a cos*"^* (EJ 

e^ n4-« 

sera osculatrice au point correspondant m^ de la dérivée S» . 

Gomme cas parliculier si m est un point de rebroussement de S, les dérìvées 
seront osculées aux points correspondants par les dérìvées d'un point^ courbes déjà 
considérées au n! 8 et dont la n."* a pour équation 

. 9 
r_= a cos" - • 
n 

Ainsi la première dérìvée negative S^^ aura en m., un point d*inflexion; le cercle oscu- 
lateur en m, de la première dérìvée positive S^ passera par Torigine , et ainsi de 
suite. Enfin si pour le point m de S le cenlre de courbure , projeté sur le rayon 
vecteur, coincide avec Torìgine, c'esl-à-dire si S est osculée au point m par une 
spirale logarithmique, la méme spirale tournée convenablement autour de son póle, 
rorìgine, osculerà au point correspondant chacune des dérìvées S« . 

{Omiinua). 
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MÉMOIRE 

Sm LA nGDK H LA IBU MNSOAtt CMH PHI OVRUm DDNI SPlttlB 

PAR M. OSSIAN BONNET 

fépetitear k rCoola Poi jtaehniqiM de Hth. 
(Gontinuaiione. V. pag. 590 



10. Ajoulons aux valeurs des angles t et t, fournies par ks égaiUés (15) ei 

(17) le tenne a -^— — . Ges angles deviendront, d'aprés le resultat obtenu au n? (7), 

les azimaths correspondants au méridien et au parallele, et l'on aura pour le premier 
de ces azimuths 

d*tt \ dtt 




108 6 dtt j ' sin 9 d(p 

»n*e d^/ * àO 



/««v w I — T coso dtt I sin 9 d(P 1 

^ ' ^ sin e sin*e d<p / dB 2 



et pour le second, 

( d'tt \ dtt 

ddd? cos dtt I it ' sin 9 d<p ir 1 

Ajoutant ces deux valeurs, on trouve 

Ainsi quoique l'azimuth correspondant au méridien ne soit pas nul, et que Tazimuth 
correspondant au parallèle ne soit pas un droit, la somme de ces deux azimuths vaut 

IT 

iieanmoins -, ce qui est assez remarquable. 

11. Des valeurs de i et de i, obtenues au n? (9) on deduit aisément l'expres- 
Sion de la courbure géodésique des méridiens et des paralléles. On n*a qu'à appli- 
quer la formule (11) de la page 43 de notre mémoire sur la théorie generale des 
surfaces , en remarquant qu*ici les lignes coordonnées sont les courbes 9 == const. , 
e = const., dont les courbures géodésiques ont été données au n? (4). Un seul des 
deux resultats aux qucls on est conduit est assez remarquable. Nous nous bornerons a 

rénoncé de ces resultats. | 1 etani la courbure géodésique du méridien et ( 1 

Tom. II. 1^2. «859. 15 
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celle du parallèle on Irouve 

d^tt 
d9'é(f COS0 d*tt gJn'O •+• 2cos 




^ )m \ sin e ^ sìa^B d0df '^ sxnH 

f£!L \ d-.-^ 

d I dddip {08 B du ) sin B d^ 

~~ * de"\sin B 9\ìì*B d^y "" * de* 

(cos e\ ^ ,, , I du ded<p> I 
) = col e (1 — «tt) -h « l 3- r^r /• 
p /p ^ \de sin'V 

La valeur de ( ) peul encore, d'après la formule (19), se meUresous la forme 

(cos B\ 1 . dea 

P /«. 2 d0 ' 

et Fon voii ainsi que la condilion nécessaire et suffisanle pour que les méridiens 
soient dcs lignes géodésiques est que ces méridiens coupenl chacun sous un angle Con- 
stant les différents parallèles. 

12. Gherchons la distance d'un mérìdien terrestre quelconque à la courbe qui 
représente Tintersection du méridien celeste correspondant avec la surface de la terre. 
Cesi comme on le voit la distance des deux courbes 

du 

^ sm B ^ 

Or , a etani assez petit pour que son carré puisse étre considéré comme nul, la di- 
stance cherchée est evidemment pour le point (&, cp) du méridien terrestre 

(? — ^)(^ -<- ««)sin B 

ou bien, en négligeant le carré de oc, 

du 



sin B 



Si Ton se rappelle la formule (8) établie plus haul, n? (4), on voit que celle di- 
stance n'est autre chose que la valeur absolue de la courbure géodésique de la courbe 
(p =j=: const. passant au point (d, 9). 

On peul cnoncer le resultai précédent d'une autre manière. Comme Texpressioii 
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du 

a-r^ , conlient a en facteur, il est ciair que i'on peul, lorsq*on neglige a*, supposer 

dtt 

que dans -r-^ , les valeurs de 9 et de 9 au lieu de se rapporler à un poinl du 

méridien terrestre , se rapportenl à un poinl distant du premier d'une quantité de 
Fordre «. Gela étant on peut dire que si I'on considero une courbe 9 = const. re- 
présentant l'intersection de la surface de la terre avec le pian d'un certain méridien 
celeste , pour le méridien terrestre lieu des points pour lesquels les yerticales sont 
parallèles au pian de la première courbe, la distance de ces deux courbes sera égale 
pour chaque point à la courbure géodésique de la première courbe. Ce qui est assez 
remarquable. 

Cherchons de méme la distance d'un parallèle terrestre a la courbe que représenle 
l'intersection de la terre avec le cóne ayant pour sommet le centre de la terre, et 
pour base le parallèle celeste correspondant, c'est-à-dire la distance des deux courbes 

© — «-_. = - — X, e = -— -X. 

dd 2 2 

Or d'après Tbypothèse faite sur oc, cette distance est pour le poinl 9, (p du parallèle 
terrestre égale à 

(1 •^«w)(e-^+>) 

ou bien à 

du 

« -; — 

de 

en négligeanl les lermes en a*. 

13. Nous allons mainlenanl nous occuper des lignes géodésiques. On sail que 
rélémenl d'une surface en fonclion de deux variables independanles u et v, etani 

ds = (E dttV G dv')*, 

on a pour definir une ligne géodésique quelconque, les deux equalions 

1 /dE ^ dG , \ V^Gdt; 

dt = , 1 -p- dtt — T- dv I » tang t = ^.-^ , 

2v/EG\dv dtt / ^ ^Edu 

Olì i représenle l'angle variable que fail la ligne géodésique avec Ics courbes t;=consl. 
Supposons que pour la terre les deux variables u et v soienl d et 9 en nous 
rappelanl la formule (7) 
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nous trouverons aisémenl, pour la première équatìon 



dtr=r 



, . ^ I «T- de — « sin'fi rr- do— (i +2au) sin 9 C08 9 d(P I 
KU)8in9\ d(p dfl ^ ' ^/ 



(1+ 2au) 

ou, en négligeant les quantités de l'ordre a*, 



(24) di «= •— eoe fl d<p H- « 

et pour la seconde équatìon 



\sin© do Y 



(25) lang t jjg-I. 

Posons 

(26) de = cos i et 

t étant une nouvelie variable dont on indiquera plus bas la signification, les équa- 
tìon (25) et (24) pourront étre mìses sous la forme 

/«-v . sin t , 

27) do = -r-r dt , 

^ ' ^ sm e 

/oov j- .« • j* . /cost dtt . .da\,^ 

(28) dt = — cot 9 sin tdt -i- a\ -. — - ^ sin t ^-- Id/, 

^ ' \sin d<p dd / 

et la recherche d'une ligne géodésiqne quelconque de la terre sera ramenée à celle 
des valeurs de 0, 9, i fonctions de t qui satisfont aux équatìons (26), (27), et (28) 
et qui pour r = se reduisent à des nombres connus Oq » ?o » *o* Or on peul dé- 
montrer une propriété importante de ces fonctions G, 7, i qui rend leur délermìnation 
très facile. Négligeons dans l'équatìon (28) le terme en a du second membre et con- 
sidérons les trois nouvelles équatìons 

(26 bis) de = cos i dt , 

• « 

(27 bis) do = ?^ dt , 

^ sind 

(28 bis) di = — cot e sin i dt. 

ie dis que si Fon suppose t assez petit pour que at* et ^ soienl néglìgeables , les 
valeurs de et de 7 fonctions de t que Fon déduit des équatìons (26), (27), (28) 
seront les mémes que les valeurs de et de 7 déduites des équatìons (26 bis), (27 bis), 
(28 bis) et que la valeur de i déduite des premièrs équatìons sera égale à la yaleur 
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de t dédnite dea équalions (26 bis) , (27 bis) , (28 bis) aagmentée da produit de t 

par la valeur de «(-:— r i sint -t-I correspondante aux yaleun initiales de 0, 

"^ \sin$ d(p de/ ^ 

f, t. U est bien étendu que dans les denx systémes de valeurs de , ^ , t les va- 

leun initiales correspondantes à I =' doivenl étre les mémes. Cette propriété s'a- 

percoit immédiatement, il soffit d*intégrer les deux systémes d'équations par la mé- 

thode des séries en ne poussant les calculs qae josqu^aiu termes en f et en négli- 

géant toujonrs les termes en a* et en otf*. Cela pose, comme les équations (26 bis), 

(27 bis), (28 bis) se rapportent au cas où la terre serait sphèrique , on voit que la 

détermination des lignes géodésiques pour le cas general d'une surface peu differente 

d'une sphère ne dépend que de la résolution d'un triangle sphèrique et peut par con-^ 

séquent étre faite au moyen des formules connues de la trigonometrie. Yoici l'enoncé 

du Théoréme par lequel se fait cette reduction et que resuite de ce qui précède: 

Si sur la aphère de rayon 1 on coruidére un triangle sphèrique ABC dans le quel 

AB = 0o 9 ABC = TT r- »o > BC = I et que Van détemdne les autres éléments de 

ce triangle, on trouvera dans le cas oii la quatrième puissance de t sera négUgea- 

blCf AG égal à 9, CAB égal à ^ — <po > enfin ACB ég<d à i dinUnué du produit 

, , , , rco8»o/dti\ . . /dtt\ 1 . fcosìdu . .dui 

de t par la valeur « -r-rl t-] — »>« »o I tt I \9^ prend « -i— - -= sin » rr 

'^ [sin 9^ \d(p /o \d0 / oj Ls*n ^ d? d 5 J 

pour les valeurs 00» 7o » *o ^ ^f ?> < > ^f ? ^^ * ^^ ^ valeurs fonctions de t 

qui saUsfont aux équations (26), (27), (28) et qui se réduisent respectivement à 

^o • %9 io P<^^ t=^0, e* est à dire les valeurs que conviennent à la ligne geode- 

sique de la terre qui part du point ( 0o » ?o ) ^ 9^ coupé en ce point la Ugne 

7 = const., sous l'angle io - On peut ajouter que la longueur de la ligne géodésp- 

que depuis le point de départ (9^ , fo) jusqu'au point (0, f ) correspondant à une 

valeur quelconque de t, doni la quatrième puissance peut étre négligée, est 

« = (1 -f- ocu)t. 

En effet les équations (26) et (27) montrent que 

d« = (1 -f- «a)d/. 
Or, en intégrant, il vieni 



= r -f- a j uàt 



cu dèveloppant l'intégrale du second membre suivant les puissances de t, d'après la 
sèrie de Taylor et négligeant les termes en ét^, 

« = J(l -f. ctu). 

Cette nouvelle relation de laquelle on tire encore 
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(29) r = «(1 — om) 

60 négligeanl «x*, pourra, iorsqu'on aura determiné Of 7, i en fonction de t , servir 
à trouver ces mémes quantilés en fonction de «. 

14. Appliquons les resullals qui précédent. Posons pour simpliGer 



m^i - - <t).] - ^ 



|3 etani alors un nombre doni on peul negliger le carré. Le Iriangle sphérìque ABC 
donne immédiatemenl 

(30) 008 = cos ©o cos r — sin 9^ sin tcoaio , 

sin t sin L 



(31) 



(32) 



sin((p — (po) == 



sin(t — |3) = 



sin 9 
sin ^o sin »( 



sin d 



L'équalion (30), quand on neglige ^ revienl à 



(33) 



t^ 



. r^ 



cos 9 = cos ©o — sin ^o cos t' t — cos 5o~ -H sin e^^os L - • 



O- 



De là on peut deduire la valeur de 9 ordonnée suivanl les puissances de t, Posons, 
en effel, 

9 = 9o-h at + bf-i- ct^ 

nous aurons en négligeanl loujours ^ 

cos 0= cos 9^- sin 9^{at 4- ÒJ»4- ct^)- £2L?£ (aV-f.'2a6/3) + »ilì^ ^3 



ou bien 



cos 5 = cos ©o— <» sin ^o* — 2ò sin 0^ 

— a*cos 9^ 



- — 6csindo 
— 6a6 cos 0, 



+ a^sin 9, 



Gomparanl à la première valeur de cos 9, on Irouve 



donc 



a = cos t'o > * = 2 ®®^ ^^ **"**<> ' ^ ~ "~ 6 ^*"'*** *^®* ***^* ■*" ^ ^^**^o) » 

** #3 

(34) 9 = 5^4- cos i^t 4- col ^o sin'i'o. — s>»**o cos «o(i -♦- 3 col»0o) ? • 

A 



Ayanl les valeurs de cos el de suivanl les puissance de t^ il esl aisé d'^n de- 
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duire sous la méme forme la valeur de sin dont nous aurons besoin pour la dé- 
termination de 7 el de t. Il suffil de remarquer qu'avec une approximatìon de l'ordre 
de ^ on a 

cos(fl — ^0)= * 2 = 1 — cos to 2" — col ^oSin *o costo —. 

Or développant le premier membre el rempla^anl dans le développemenl cos 6 par 
sa valeur déduite de Téquation (33) on n'a plus que sin 9 dont on peut lirer la va- 
leur, ce qui donne 

cos'ho — cosato t^ 



sin fl = sin Oo-^ cos e^ cos Lt -f- 



sin 9 



o 



cos 00 cos «o / . ^ o . a. V ^' 

de là on tire encore, en négligeant toujours t^ 

1 1 cos 60 cos Ìq cos*to(l •+• cos'ho) — - sin*to cos*fio t' 

t -f- 



sin9 sin^o sinodo sin'^do 2 



cos 9» cos 
sm 



.""l^ ^° sin'to(4 -¥• 5 cos'0o) — cos%o (5 -H cos'ho) b- 



t^ 



Portanl maintenant dans Téquation (31), aprcs y avoir remplacé sin r par t — ^ 
et négligeant les termes en t^, on trouve 



. , V sm to ^ cos 0o sin «o cos t^ , 

sm(9 — - 9o) =" -: — T ^ :~^7 ^ 



?|^r2co8%(l 4. 2cos»^e) — sin»io(i -f- 2cos*eo)l^ • 

Celle égalilé montre que sin(9 — 90) et 9 — 90 soni de l'ordre de grandeur de t , 
on peut donc avec le degré d*approximalion auquel nous nous soumeltons fai re 

sin^(9 — 9o) 
? — ?o= sm(9 - 9o) H ^— — i- • 

On a ainsi 

sin«o cos gp sin tp cos ?o 

(35) rp _ m = . i :-j- f' 



IP^ cos*io(i -♦- 2cos'0o) — sin'to cos^e^ ~ 



1 

Subslituant de méme la valeur de -7-7- dans l'équalion (32), on Irouve 
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8in(t — P) = sin Io- 
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cos dominio costo ^ . sin to[co8*to(i-<-cos*go)"-8Ìn*to eo<*go] t* 

2 



sin0. 



cos0o8ÌntACOs 



Ti 



^rsin>io(4 



sin*©o 
4- Scos'^o) — co8*to(5 -+- ew\) L- 



sin^^o 
Pour déduire de là, la valeur de i — ^ ordonnée suivant les paissanoes de I posons 

Noas aurons, en négligeanl t^ 

• • • 

8Ìn(t-P)= sinto-f- 008 io(nU -t- m'-f. Jrt^) — ^^~(mV-f- 2miil') - ?2L!o ^V 

a o 

on bien 



8in(» — ^) =s sin »o+ m cos tV + ^^ coste 



— m'sint. 



— -f- 6/> eoa t, 
— 6mn sin i 



— m' cos ti 



6 • 



Comparant à la première valeur de sin{t — ^), il vieni 
m = — col 00 sin to , 



8Ìn t'oCOS ìo(l 4- CO8*0o) 
« = =rr-Tr 



2sin*e. 



008 SoSintof . a. .. 



•+• cos'ho) — C08"to(5 4- cos 



H 



d'où 
(36) 



a . /, . . ^ sin t'o cos to(i -t- cos'ho) I* 
t — «0= P — col 5o sin to* H 2 41- 21 

sin 0n ^ 



cosOoSintof . a. ,. 
sin^^o L 



-f- CO8"0o) — C08*to(5 -f- cos 



-.)¥ 



15. La marche que nous venona de 8uivre pour délerminer les valeure de B, 9, t 
ordonnées suivanl les pui8sances de /, n'esl pa8 la plus 8imple. Nolre bui en Tem- 
ployanl a élé de montrer commenl le Ihéoréme enoncé au n? (13), diapenaerail de 
loule intégralion el ferail dépendre de formules connues la délerminalion des élémenls 
d'une ligne géodésique quelconque Iracée sur la lerre, mais on serail arrivé plus ra- 
pidement au resultai en inlégranl directemenl les équalions (26), (27) , (28) par la 
mélhode des séries. Gela lienl à ce que les formules de la trigonometrie que Fon est 
conduit à employer dans l'applicalion du Ihéoréme du n? (13) donnenl seulemenl les 
lignes Irigonomelrìques des angles inconnus , 7 , t el qu'il faut ensuite revenir de 
ces lignes trigonomelriques aux angles euxmémes. Celle remarque n'ole rien du reste 
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à rimportance du théoréme da n? (13) qui fournìra toajoun une solution des diffé- 
rents questions de la geodesie , et méme dans beaucoup de cas la solution la plus 
simple. 

Pour intégrer les équations (26), (27), (28) on leur substiluira d'abord les équa- 
tions (26 bis), (27 bis), (28 bis), d'après la remarque faite au n? (13); puis prenanl 
les dérivées premièreset secondes de ces équations on trouvera 

(de d*9 . , . ,. d'fl sin"»co8t(l-4-2cos*0) 

— r= cos t , TT- = col iifrt , -TT- = — -T-rz ' 

\ dt 'di» W sin*0 

d(p sin i d*9 _ 2 cos 9 sin t cos i 
di ~" sin fl ' dF"^"" sifk*e ' 

(37) / ^ = iil^ [cos«t(l 4- 2 cos»e) - cos"e sin»t] 

di . « . . d»» . 1 -f- cos»d 

— = — - col sin t , TT- = sin t cos t r-rz » 

dt di' 8ia'9 

dH sintcos r . .... , _, ,.,^ .^., 

--^= — ^-j- — [sin*t(l •+• cos"©) — cos i(5 -f- cos*5)]. 

Or pour la sèrie de Taylor, on a, en négligeant les puissances de t supérieures a la 
iroisième 

. . /d^\ /d*« \ ^ /àH \ t^ 

'-'^^Kdl'-^KwU-^Kwh 

. . /dt\ {dH \ t' /dH \ t^ 

en appelanl 

/d0\ /d'e\ /d^9\ /d(p\ /d>\ /d'(p\ /dt\ /dn\ /dH\ 

(dtl ' Wl ' \dF)^ ' \dt)^ ' VàrA ' [Wl ' [dil ' \dF j. ' [dFj^ 

les valeurs respeclives de 

de d^ d^d dj) d^ d'cp dt d^' d^' 
dt' dt^' d?' dt' dt^'di}' dt' dt^ ' dt^ 

pour i == , 6 = ^0 , (p = (po , i = t'o ; donc subsliluanl aux dérivées les valeurs 
déduiles des équations (37), el ajoulanl /3 à la valeur de t, on aura 

Tom. 11. N! 2. 1859. 16 
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,-.. . . . ....** sin*»» cos »o(l 4- 2 co8*9o) ** 

(34) e = e„+ co» ».* 4- cot e. sin».. g- 2 ■^ Si -, 

sin 2 f^ 

4- ^ [co8>»o(i -»- 2 co8>do) - sin*»; cos^M f ' 

/oftv • fl . • ./»••* 8>n «o co» «o(i -H cos'ho) ^' 

(36) t = P 4- «0— col ©o sin M H ' ^j^sj ^ 

H iS5i — • [sin"«o(i -4- cosX) — cos t^{5 -f- cos*0o) ] g- 

comme on 1*^ déjà obtenu précédemment. 

16. Pour que les formules (34), (35), (36) puissent étre commodement emplo- 
yées dans la théorie de la figure de la terre, il convieni d'y introdaire, cornine fait 
Laplace, à la place de t l'are $ de la ligne géodésique , a la place de 9^ et les 
deux latiludes Xq et X , à la place de 90 et 9 les deox longitudes l^ ei l ^ enfin à 
la place de io et i les deux azimuths Ko et C Or les formules (29), (12), (11) et 
(13), permettent de faire très simplement cette substitution. On remarque d'abord 
que dans les termes qui contiennent t^ on ^ en facteur, on peut immédiatement rem> 

piacer t par «, ^o par - — X^ , fo par ^o » cnfin i^ par Co • ^^ effet les erreurs 

commises sont au moins de Tordre de al* et par conséquent négligeables, nous ob- 
tenons ainsi 

(37) 9 — 9o= cos tot •+• lang X^ sin*Co ò" — sin'Co c^s Co(l -♦- 3 tang'Xo) g- » 
/«ev sin tp ^ sin XpSin ^ cos Kg ,» 

<^^) ^-^o=s-hr5:' -^^o — ' 

^^ [cosX(l 4- 2 sin'Xo) - sin'Co 8Ìn>Xo] j , 

/oov • • /a *c ' ' *^ sin Co cos Co(l 4- sin'Xp) «' 
(39) t -• io= P — cot 9o smtol -f- ^^ ^ 



En 



9 

secood lieu, puisque, d'après la formule (12), on a 
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TT . dtt * W 

A -4- a — * 0«= — 

2 ^ de ** 2 






(1).'™' " 



©. 



vaieur de jt- poar les valeurs Oq ^^ fo <1® ^ ®^ ? > ^^ ^ s^>^^ ^° 



retranchant , 

mais en négligeanl les tcnnes de Tordre de t^ ou de a, 

dtt /dtt\ /d»tt\ ,^ ^ , / <i"tt \ / 

cn appelant (J^)^, {^j^ les valeurs respccUves de J^, -^pour 6 =6 
op ==r (p^ ; d'ailleurs avec le méme degré d'approximation 

6 —• 0o= cos ?o « » ? — ?o= — T * 



cosXó 



da* dtt» d'tt d»tt 



dd' dX' d0d<p dXdl 

donc Olì a 

e — $^= >o— . X 4- a« I cos C 



n^^dJ^jo"" '^(dT^joJ 



aux quantités près de Tordre de a*. 

On verrait de méme qu'avec celle approximalion 



, , fsin Ko/i'uK , iVdX èlio 2 sin X„/dtt\ ) 1 

-^ > ■ .r(8ÌnX,/d'«\ . l-f-8Ìn'X. /du\ ) sin>„sine. /d«u\1 

*= - " [S.(r) * - '• (r)J • 

Infìn en ne négligeanl loujours que des lermes en a', 
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C06 t'of = C06 Cot -f- «S 



Sin »o ^ sin Co 
sin^o cosXo 



[sin Xo sin Co/d«\ ^ 1 

[ sin Xq sin Cp /dttX sin XpCOsCo /dttX sin Co 1 
C08*Ao \dX/o cos^Xo \di/o cos A^***] 



doncy en substitaant dans les équations (37), (9S), (39), il vieni 

/lAv n ^ V . I .. sin Xo sin Co/dtt\ , ^ /d*tt\ 
(40) X-X.= -,co.C+«jco.C.«. -^^^_JH-co.C.(^5jrj^ 

' ** COSAo (cOSXo " C08*>o \d3^/o cos^^o \d'/o 

cosCo/ d*tt\ sin Co / d*tt \ j _ s'sin^^sin Co cos Co 



■*" ? S^ [cosX(i + 2 sin"Xo) - sin'Xo sin»Co] , 

/*«v .. ► * ^ • ,. . I. •» • V SÌn*Xo COS Co/d»\ 

(42) C — Co= — ^tang XoSm Co-f- «« jUngXoSin Cot*s jjjjj- — \jfì 

' r l^£\ ^ÌP Xq cos Co/ d'tt \ 8ÌnXoSÌnCo/d'tf \ 

"" ** \dX /o cos"X^ Vd> d< /o"* cos% V*'* /, 



— lang^XoSin 

»' sin Co cos Co(i -f- 8Ìn*Xo) . «' sin Xo sin Co r • a», /j . • »i \ av /K . • ««i vi 

^ ar cos' X: ^^ 6- cos^X. t«» C(H-«n'Xo)-co8»?.(5+5.n i.)], 

ces formules penvent s'écrire sous la forme saivanle 



(43) 



, ^ . VsinX^/duX . VdXdtjo l 

X - X.= _„s.nC,\^^5^j^+ -^^^j 

— «cosilo l—<«»o—«(jj^) — 1^ '•ng ^0 «in'Co 



,3 

- sin*»;. coftSoii-t-a UngX)» 

D 
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(44) 



eoaìjJ sin X, /dtt\ \dXél/o j_ , gin >, gin g, eos ;:, 

C08 Xo\«<»*Xo\d^ /o C08 Xo / C0S\ 

a sin 2! 

+ 3 ^ [cofX(l + a 8Ìn«X,) - 8in% gin*;,] , 



.inc(^l-«..+«l.ngX.(Jj)^- «^ 




(45) « — Co= — « tang X, sin ^ . _„ . ...... .„ _ 



cos'Xo 



4- j ""^^ff ^ [«n'Cd + sin'X,) - c08'ì:.(5 + sin'X.) ] 

el Toh voit alors qae les différences en latitade en longitude , el eo azimuth aux 
deux exlremités d'une ligne géodésique quelconque ne dépendent de la figure de la 
terre que par les trois fonclions 

(sin X, /dtt\ (anrA ) /d'ux 

l-a«.-*-«langX.^-j^-«:^. 



De ces Irois fonclions, la premiere esl connue, nous avons reconnu au n! (9) qu'elle 
représenlail la moilié du cosinus de l'angle sous lequel se coupent le méridien et le 
parallèle au point (0, (f). Quant aux deux autres nous leur trouverons plus bas une 
significalion intéressante. 

En rapprochant les égalités (44) el (45), il vieni 



«*. 8^ 



(46) (l — ^o)sin >o-+- ? — Co= ò" sin ?o cosCo •+• «- tang X^sin Ko(^ — A cos*Co)- 

Ainsi il éxisle entre la différence en longitude, el la différence en azimuth une re- 
lation indépendanle de la figure de la terre. 
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17. Faisons dans les relations (43), (44), (45), (46), Co= 0, ce qui revient à 
supposer que le premier éiément de la lignc géodésique soil parallèle aa pian da 
méridien celeste corréspondant au point de départ (0^ , <f^). Nous aurons 



(47) 



X-X,= -,[l-«Uo-«(J^)J 



(48) «~Z,= "^ 




cos X^\cos*>.Vdl /. cos X. / 2 cos X^ 



(sin \ /dtt\ l dX dl)\ OS 



(49) C — C.= — «» lang X 

(50) {l - IJsin \-h (: - C,= 

0), etani l'angle forme par le méridien et par le parallèle au point {0^ , <fj. 

En introduisant dans la seconde et la troisième de ces dernières relations la dif- 
férence en latitude X — X, à la place de «, comme fait Laplace, il vient encore 



^ ' • cosi, \eosn\il/, cosX. / 2 cosi, 

(52) .-..= .Uu.gX.0-i., y^l^l -H fel)=|(i-i.)U.„gi.cos ... 

Faisons, en second lieu ^^ = - ce qui revient à supposer que le premier éiément de 

la ligne géodésique, soit perpendiculaire au pian corréspondant du méridien celeste , 
les relation (43), (44), (45), (46) deviendront 

/Bfov ^ ^ I sinX. /da\ 

(53) x_x.= - « \^-^^_j + 

«« cos 0)^4- «'tang X^ 




(54) 



, , « ( . , /da\ (di' ), I «^ tang'X, 

l — 1= -.1 1 — «u.-t- a tang X.l ^r- 1 — « > /' I— ^ — 2_£. 

• cosXoV • * \dX/. cos*X^/ 3 cosX, 
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( éu iw) ] 

(55) C - C.= - s lang x\ì - ««.+ « lang X, (^^ ^ a \^J 

-hj tang \ ( - H- lang^X, j 

(56) {l ■« Osin X.-f- X - X.= i. tang /, . 

Ges dernières formules qui soni plus specialement uliles en geodesie soni celles qu'a 
donne Laplace dans le Tome II de la Mécanique celeste. 

18. Cherchons la eourbure d'une seclion normale quelconque faile dans la sur- 
face de la terre et correspondanle aa poinl m ou {6^ , 90). Je dis que dans le cas 
acluel où il s'agii d'une surface peu differente d'une sphère, celle eourbure est égale 
à l'angle iniiniment petit que formenl les deux normales à la surface de la terre , 
menées aux deux points infinimenl voisins m et m! de la seclion normale divise par 
la dislance de ces points. En effel, x etani ce demier angle, a> l'inclinaison de l'é- 
lément mm' sur le pian de l'une des seclions principales au poinl m , enfin R le 
rayon de eourbure correspondant à celle seclion principale , et R' l'aulre rayon de 
eourbure principale on a, d'après une formule de notre mémoire sur la Ihéorie des 
surfaces 

(X V cos'w sin*w 

Celle relation peul s'écrire ainsi 

/ X Y /cos»a> sin»« \" .3 , /l 1 \' 

[iH^) =V"R" "^ 15^j "^ sm^.cos .(^g - gpj . 

mais la surface considérée etani peu differente d'un sphère de rayon 1 , les deux 

11 

courbures principales -5- » ^- différent de 1 et par conséquent entr'elles d'une quan> 

/ 1 1 \* 

lilé de l'ordre a, donc le terme sin*« cos*« ( ^ ~" sr ) est de l'ordre «* et peul 

par conséquent étre negligé, on a donc simplement 

X cosmea sin'o) 



rum R R 

ce qui montre, d'après la formule d'Euler que le quotienl de x par mm! est bien 
la eourbure de la seclion normale faile suivant mm' . Gela etani , menons par un 
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point de l'espace des parallèles respectìves aox normales de la terre» aux pointo m 
et tu', et à l*axe despóles nous formerons un trièdre, et si nous appelons X, et l^ 
la latitude et la longitode do point m, \ •+• dX, , l^ -f- dl^ la latitude et la longi- 
tude du point m\ le trièdre nous donnera 

cos X = sin X^sin{X^-f- dX^) -f- cos X, cos(X,-4- dX^)cos di, 

d'où plus simplement 

x^= dXJ -4- cos*X, di] . 

Mais par des formules trouvées plus haut 



d'où 









done, en négligeant a*, et remarquant que 



C08*X 

sin 
il vieni 






Or , en appelant i^ Tangle de l'élément mm' avec la ligne ^ «= const. qui passe par 
le point m, et d«, l'élément mm'; on a 

àO , sin e. d<Po ,. V . . 

^ == (1 - «tt) cos », , ~d8 = <* "" ***•> *'" *• 

dono, en divisant par dsì la valeur de «* et substituant à -r-^ et — -i— 12 les 

/ 1 \* ^** ^*« 

TaleurSy on trouve pour le carré 1 1 de la courbure de la section normale faite 
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SttìTant mm! 

et en extrayant la racina oarrée et aégligeani a* 

Telle est l'expression de la courbure d'une section normale correspondanle à l'incli- 
naìson t, sur la courbe f = const. IntroduUons dans cette expression à la place de 
l'angle t, l'azimulh correspondant C, et pour cela remarquona que 

C08 , = eoa C.-H 2« sin C, eoa C. jj^^^jr). ' 
ain\= sin Co~ 2« sin K. eoa C. ^^^^n")^ » 

sin », eoa to'^ sin C, cos Co — 2«(8Ìn*Co— cos*C,) — if (-ir) 
nona aurons, en négligeant toujoora a*. 



-"■(a?).-^)*^-^ 



4- \ 1— «tto-4-« 
lom. II. N! 2. 1859. 17 
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f 

-; — représente la courbore de la section normale corréspondante k l'azimuth Co*- 

On Yoit que cette valcrar est composéeen Co comme la yalenr de — est com- 
posée en i^,, Ainsi si «o=Co on a ^'* 

1 1 

_^i_ ^^- a^^^ • 

P<o P50 

Faisons successivemenf dans les égalités (57) et (58) » t'o = et Co = nous 
aurons pour la courbure de la section normale dont le premier élément est tangent 
à la courbe 9 = coost. et pour celle de la section dont le premier élément est pa- 
rallèle au pian du méridien celeste 



Po Po V^ /i 



IT IT 

Faisons en second lieu to = ^et Co == q^^ °^^^ trouyerons pour la courbure de la 

section normale dont le premier élément est perpendieulaire à la courbe 7=const. et 
pour celle de la section doni le premier élément est perpendieulaire au pian du mé- 
ridien celeste 



1 1 

— = -7- = 1 — «i«o-l- « lang 

Pe PlL 

s t 



X /d«\ (di' )o 

""XAlfo cos'Ao * 



11 11 

On yoit que les deux courbures — > — ou -7-» -r— ne sont autre chose que les 

Po Pit Po Ptc 

t ? 

deux fonctions, qui avec la fonction 

LcÒTÌA^^ ^ )o cos^XoVd/ /oj 
entrent dans les expressions des différences en latitude, en longitude et en azimuth 
aux deux extrémités d^une ligne géodésique. Gela permet de mettre ces expressions, 
en se rappelant en outre Tégatìté (18),, sous la forme 

1 S A* s' 

;i— Xo=— - flts cos « sin e» cos Co— tt ^«ng ^o «n'^o 4- ^sin'CoCOs Co(l -4-3tang*Xo) 

2 pò ^ o 

«.„ -« - - eoa M^ eoa C^ f*~" 



sin Co 1 . * cosMo cos C<r 8 sin Co cos Co sin ^c 
COS Xo p^ 2 cos Xo cos ^o 



^ 3 . . 

. . ^ 1 1 ^ V . «* sin Co COS Co/- , • «1 V 

C — Co = — « iang Xo sm Co ^ cos caotangXoCOsCo-h -^ — ^^pj (i -^sin Ao^ 

O C08*^A„ 



PURA ED APPLICATA. 131 

La eombinaison des égalités <43), (44), (58), donne enoore la relaikm 

-L (^— Ucos XoSinCo— (X--Xo)co8 Cp 

i lang>o«nXcoa(;o-^«n'<:o(^^ - Salii'Co)- 
(Continua). 

EXTRAIT DTNE LETTRE 

DE M. KRONECKER A M. BRIOSCHI. 



Sans doule Tua «l l*autre des sy^lèmes de substìtntions (A, A') doni 

Mr. Hermite fait mention *) est propre à definir le type d'une lonctìon de sept let- 
ires possédanl trente valeufs disUnctes. Mais c'est un seni type auquel les denx sy- 
stèmes conviennent, savoir celui que j*ai publié dans mon mémoire du 22. Avrìl 1858 **). 
En eflfet, la fonction de a, b, e, d, e, f, g que j*y ai donnée reste invariable par les 
substitutions du systèmc A ou par celles du système A', suivant que les lettres a, h, 
e, d, e, f, g sont remplacées respectivement par : Xq , Xe , X5 , X4 , X3 , «a » ^i ou 
par : Xo9 Xi , Xa , X3 , X4 , X5 , Xe . Donc les deux systèmes A et A' ne sont pas 
essentiellement distincts, bien qu'ils se présentent sous des formes différentes. 

Pour donner quelques éclaircissements sur ce point; considérons une substilution 
quelconque de n lettres: a,bjCj .... ^. En faisant : 

a = Xi y b=- x^ 9 e = «3 , . . . . ^ = a?M 

la substitution dont il s*agit pourra s*exprimer par un changement : (^ ... jopéré sur 

/« (i) \ V (*)/ 

les indices. Or la méme substitution sera représentée p8i*M a/*vI' ^^ ^*^^ pose: 

\f9 (t)/ 

^f(i) > ^f(a)) ••••^f(i») étant une quelconque des 1.2.3...n permutations, dont les quan- 
tités:x, , Xa,...^, sont susceptibles. Enfin il esl claìr que, ^(i) désignant la fonc- 

lion inverse de ©(è), le <;hangeinent ( t,\., lest identique avec celui-ci : ( ^.,., i- 

La méme substitution des n lettres : a, 6, e, . . . k peut donc étre représentée 
sous 1. 2. 3.... n formes différentes : 

\e{i))' W))' \?^e^^{i))' W^a(e)/ 

G'est par ce rapprochement qu*on parvient à réunir les deux systèmes de snbsti- 
lulions (A; A') de Mr. Hermite. En effet, si lon désigne une substitution quelconque 

du syslème A par: 1^,., |, celles du syslème A' sont exprimées par : | * . |, 

ce qui est le cas particulier de :l ^, /.. )> où Ton a fait : <p(t) = — i. 

•) Vedi pag. 60. ♦♦) Monalsberichte der Berliner Akademie. Aprile J838. 
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■croio AD u!u POMMLi M mftmoLAaom. 

- SUR LES FRAC nOitS COtmNUES - 
SUR L-MTaVOLATION - ~ 



Nel 3? fMckolo « ^Mli AmmJi (pag. 182) wdiaale alene MNe praprìdà éet 
e éà itmmàmtìmi defle ridkitte tf oa fraÙM riiliaBi, diatelo éaUa 
tf ìmcrpolaiioK tf Lasraage oa fonMia tf iiilcrpolaiioK aaueiala dal S^ 
TAfMrfcff ael T! 53 dd gionale di Gidle. la ^KH'artieoia 1» rnMJiMÉlo la fra- 



che oltie«i irìtaniaado la franM^^caMsda y(s) . /(«) im 



poinuBii dei gradi «—1, s. Ma ae Jadiffciaaw» eoa p(s) «■ poK aaii o di ya do ya- 
1 — i| ae fl fo^ MB Tenga aBBoDalo da aicvaa defle radid s, , s,. . . ^ deOa e^aa- 
fioae y(x) = , e poaiaiao .- 

^*) __. . f(x) 

ù aTrà f{x«) = fi(x,) , e b fonaola dì ìmerpolaiioae oUeaata ael dello articolo di- 
Tcrri b pii geaerale : 

-+- (-1)— «. D_.(«) 2,+<*'> "^-'t*-) 7^ 

■eOa qude le «t « «, . . . 3 D. , D, sono i coefficicati deUa x aei qaosieoli 

f , , f 2 . . . ed i delenaiaaati delle ridolte deUa fraaioae coatiaaa : 

= ^. -+- 



«inali ODO diflìeriaeono da quelli delle ridotte delb : 



Ci Traitlta éU raa» 4il «a- 
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Notiamo che in questa foimola si è supposto in generale il grado della funzione ^x) 
essere <n; che se indichiamo con m«^n il grado della medesima, essendo in 
questo caso: 

si avrà : 
(1) ^x) = «. ^ +(«.) tg. _ aj),{x) ^ D.(a>.) +(*.) dg. 

-t- (-!)-«»+. DJ*) ^^Djx,)Hx.) ^^ ■ 

Il problema propostosi dal Sig. Tchebiehef nella memoria citata: è il seguente « Sup- 
ponendo conosciuti i valori di una funzione ^x) per x=Xj , a;, . . ,x^ rappresen- 
tare approssimativamente quella funzione per un polinomio del grado m non >>n , 
in modo che la somma dei quadrati delle differenze tra questo polinomio e ^{x) , 
moltiplicate ciascuna per numeri dati sia un minimo. » Se questi numeri si suppon- 
gono essere i valori di una funzione intiera 9{x) corrispondenti ad x=Xi , x^ ... a;^ ; 
il secondo membro deirequazione (1) nella quale pongasi: im{x) = 0*{x)f{x) è il po- 
linomio richiesto. 

Ma senza ricorrere alle proprietà delle frazioni continue si può risolvere il pro- 
blema superiore direttamente nel modo seguente. Sieno fo(^)r Ti(^)f ••• <Pm(^) m-f-1 
polinomj di gradi non >- di m> e suppongasi : 

(2) ^x) = Ao ifoix) H- A, 9.{a?) -f- . . . H- A« ?„(«). 

I coefBcienti Ao , A, . . . pel dato del problema dovranno essere tali che risulti un 
minimo la espressione : 

\^ |^(a?,) - Ao <Po(«/) — A, ^^{xt) - . . . — A„ <f^{x,)\ e*{x,) ; 

I 

per cui se supponiamo che le funzioni ffo{x) , <pi(a;) . . . soddisfino alle equazioni : 

(3) ^ 9r{Xi) <fs{Xi) e'{x,) =0 2^ <p; {X,) 9^x,) = 1 

si avranno le : 

Ao = 2, *<''') ^«<'''> ^<*'> ' ^'^^i '''^^'^ ''^*'' ^*^*'^ • • • • 
È ora facile il vedere che le equazioni (3) determinano completamente le funzioni 
fo(') » ?i(^) • • • • allorquando suppongansi essere i gradi delle medesime 0> 1» 2 ... m. 
Infatti supponiamo : 

?r{«) = f o.r «'4- f i^ «^*-|- . . » -f- Pr^ . 

Se nella prima delle (3) poniamo r s= si ha : 
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•cesi ponendo 8= ì otliensi : 

« per la (4) 

per cui continuando si avranno le: 

V (p,(aj,) fi'(«,) = , 2 «, (p,(«i) ©'{«,) = , * • • • 2^ xT\(Xi) «>,) 



= 



e : 



2< ?r(*,) 9'(a;,) = -i- 
t Fo.f 



Ora ponendo : 

queste equazioni equivalgono alle: 



Pr,r ^r~i~ Pr— i,r ^r+i -{-••••+ fo.r ^ar ^ 

tO.r 



quindi indicando cor d^ , A^(a;) i determinanti : 



si avranno le: 



dalle quali : 



*0 *I • • • *r 
5, 5, . . . 5,^, 



^r ^r^-l • • • ^ar 



Po,r 



*0 ^1 • • 
5j «a 




1 « . 





Po,r 



Tr(aj) = 



K(x) 



S56U4uendo nella (il) per Ao, A,.... i valori trovati e per (po(«) > ?i(«) ... i valori 
dati da quest'ultima equazione si ha la formola cercata, la quale non differisce dalla 
(1) come si può dimostrare mediante alcune note relazioni ( Vedi la mia memoria - 
Intorno ad alcune quistioni d'Algebra Superiore - Annali di TortoUni - Anno 1854). 

Pavia. Gennajo 1859. Prof. F. Erioschi. 
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SULLE LINEE DI CURVATURA DELLA SUPERFICIE DELLE OfIDE. 

ZEGH — . DIE KKUMHUNGSLIHIE DEK WELLEHFLACHE ZWEIUUGEK KKTSTALLE — 

Giornale di Creile. T! 54. 
CATLEY ~. oif THE WATE tURFACE. — The Quafterly lotunat of Kathematics. N! 9. 
BERTRAND — note sur la surface des ondes. — Gomptes Rendiu. Not. 1858. 



Sieno /, m, n, (p, funzioni di due parametri indipendenti ti, v. Considerando k 
superficie inviluppo del piano : 

(1) Ix -h my -h n% = (f 

trovasi facilmente che per quella superficie le due famiglie di linee u=cost., v=co8t. 
sono a tangenti conjugate se : 



(2) 



/ 



m 



fi 



? 



di 

iu 


dm 
du 


dn 
du 


d^ 
du 


ài 

dv 


dm 
dv 


dn 
dv 


d^ 
dv 


d'I 


d^m 


d"u 


d*(p 



= 



dudv dudv dudv dudv 
e che le linee di una famiglia sono ortogonali a quelle dell'altra se : 

(3\ iP * «v/dZ d/_ dm dm dn dn\ 

\du dv du dv dv dv/ 

(Z — — ^^\fl ^^ ^^ dn \ 

du du d^/V <^v ^v ^v/ 

Quindi le linee u s= cost. , v = cost. sono linee di curvatura della superficie invi- 
luppo del piano (1) allorquando le /, m, n, 7 soddisfino le equazioni (2), (3). 
Supponiamo : 

(4) /'h- m*-f- n*= 1 , 9 = u 



si avranno le: 

, di dm dn 

d u du du 

e la equazioni (2) (3) diventano: 

dm dn 

dv dv 
d"m d'n 



dZ dm dn dtp 

dv dv dv dv 



du dv du dv 



di di dm dm dn dn ^ 

du dv du dv du dv 



1» 



le 



s5» 
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Ok»è 






• _• 



fH 









—•)(€•-••) 



yf 



11 



ùiTÌhi|ipo è b saperficìe Mk ^m.^, 

per ^«eUa sspeHkk. I Tilorì {S\ niéìihmù hem 

ér^ é[ te te te ^_^ 
éB*p""éB^r'^éB4r"' 

k OMif ■ ^= oKt.« r =^ CMC SOM» oriofosalì. 

Pivia. Febbnio 18S9. Pfew. F&i!KX9oa 



SMccrr» KM fvumù psonstv «all uyt»yt 
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SULU PARTiaONB MI NUMERI E SUL NUMERO DEGÙ INVARIANTI. 

NOTA 
DEL PROF. GIUSTO BELLAVITIS. 



Credo utile tener 80tt*occhio le tavole delle partizioni dei numeri in parti di dato 
numero e che non superino un dato limite. Io ne faccio Tapplicazione alla determi- 
nazione del numero degli invarianti delle forme binarie. 

J. i. Teorema. Il numero B^'^ delle soluzioni delle due equazioni 

(I) «o-f- «I 4- ««=^ p f n«,4- (n - !)«.., .... -J- 2a.-4- «,= ^ 

(essendo a^ , «^ (n -f- i) incognite suscettibili di ogni valore intero positivo, non 

escluso lo zero) è uguale al numero £jf'*^ delle soluzioni del sislema di equazioni 

(II) Po-f-P. .-.. 4- 13^= n, |jP^4- (p— 1)13^, .... -f- 213,4- Pi= f*. 

Infatti ogni soluzione delle (!) consiste nella partizione del numero fi iu «« numeri 
eguali ad n, .... a, numeri eguali a 2, «. eguali ad 1, ed Oq eguali allo zero, es- 
sendo p il numero totale delle parti; ed a questa partizione corrisponde come conju- 
gota Taltra 

(««•+• ««-i ....-4-«i) 4- (««4-«»^i .... 4- «a) 4- .... 4- (««4- ««^,) 4- a.= f*, 

nella quale lo stesso numero fi è spartito in tutto al più n parti, ognuna delle quali 
è uguale o inferiore a p, le quali parti sono quelle- indicate con p, (p— i), .... 2, 1 
nella seconda delle (II), i loro numeri essendo |3^ , . . . . |3, , |3j . Cosi per esempio 
alla partizione 

7.0 4- 6.1 -h 5.0 + 4.3 4- 3.3 + 2.0 4- 12 =: 29 

(ossia 644433311) del numero 29 corrisponde Faltra partizione 

94-74-74-44-1 4-1 = 29» 

ossia 9.1 4- 8.0 4- 7.2 4- 6.04- 5.0 4- 4.1 4- 3.0 4- 2.0 4- 1.2 = 29. 

2. Teorema. I predetti numeri £{^'''' dipendono gli uni dagli altri mediante le re- 
lazioni 

(2) ^"> = B^'^ 4- B^'^ , (3) jBJ^'^ = ^;'^»> 4- BJ:;J •'» ; 

a motivo della (1) jB^^*'^ «= £Jf'*^ esse sono conseguenze Tuna dell'altra : del resto 
possono ambedue dimostrarsi rispetto al numera B^'^ delle partizioni di fx ìnp parti 
Tom. II. n: 3. issa. 18 
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non ta|>enori ad ». Infatli tali partiziow s separano in due porti, cioè qvUe che 
non eootei^jofio il muaero », fl coi nonero é per eoasegnenia J^T*'^, e ifoelle cbe 
eontengono il nomerò », tolto il quale rimangono le partizioni di a — s in p — 1 
parti, il coi nmnero è B^^K cosi resU dimostraU la (2). Per dimostrare la (3) 
separiamo tatte le Bf^^^ in doe parti , quelle cioè che contei^^ono almeno uno zero 
(orna, il cui nomerò delle parti non supera p — 1) e che sono in numero Bj^' ^^ , 
e quelle che non contengono alcuno zero, e di cui perciò ciascuna parte può dimi- 
nuirsi d'un*unità, sicché ne proTengono le Bj^'^K Ecco per esempio le 9 partizioni 
del numero 7 in 5 parti non superiori a 4, separate in due parti in guisa da di- 
mostrare le predette soluzioni, che in tal caso sono 



9=6 + 3 



9 = 7-f-2 



4 3 




3 











4 3 


4 2 10 




2 


1 








4 2 10 


4 1110 




1 


1 


1 





4 111 


3 3 10 


3 3 10 










3 3 10 


3 2 2 


3 2 2 










3 2 2 


3 2 110 


3 2 110 










3 2 11 


3 1111 


3 1110 










2 


2 2 2 10 


2 2 2 10 










2 2 2 1 


2 2 111 


2 2 111 










110 


3. Teorema. È 














(4) f;-"' = 


_ pi"' Pi 




(5) 




B 


;''=0 per fi>np; 



sicché è sufGciente conoscere i valori dei B corrispondenti a fi non superiori a -^ • 

La (5) è evidente, e la (4) si dimostra supponendo che a ciascuna delle p partisi 
sostituisca il suo complemento al numero n , nel qual modo la somma fi diventerà 
np — fi. 

4. Pri^lema. In quanU modi il numero N può partirsi in p parti ciascuna 
delle quali sia uno dei termini della progressione aritmetica e, c+ d, e + 2d... 
e -k- nd'} Ciascuna delle parti si diminuisca di e poscia si divida per d^ in tal modo 

la loro somma diventerà — 7-^ = ^^i , e perciò il numero cercato sarà ^'''^ Cosi 

d 

le partizioni del numero iV == 15 in tre numeri dispari non superiori a 9 sono 
Bl^^ == 5 ; cioè 951, 933, 771, 753, 555, che dipendono dalle 420, 411,330, 
321, 222. 

Corollario. Se rimane indeterminato il numero delle parli, bisogna sommare i va- 
lori corrispondenti a p ss 1, 2, 3, ecc. Cosi per esempio il numero dei modi in cui 
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N può partirsi nei numeri 2, 3, 4, 5, .... (2 +n) è 

Btì^ 4- BSllf 4- Bi:*^ 4- ecc. 

5. Problema. In quanti modi il numero N può partirsi in p parti disuguali 
scelte nella predetta progressione aritmetica e, e -hd , , , , . e -h nd? In ciascuna 
partizione le parti prese nell'ordine di grandezza crescente si diminuiscano rispettiva- 
mente di e, c+ <^» e + 2d, ...., e -h ip — i)d , poscia si dividano per d, la loro 

somma diventerà — ^-^ — ^^^ — - = f*> » ed il numero cercato sarà BJ"^**'''. 

a 2 

Esempio, Volendo partire iV =: 19 in tre numeri dispari non superiori a 13 , 
dalle F;-^»"' = B^^*' »^ = 4 partizioni 410, 320, 311, 221 dedurremo (raddoppian- 
done i numeri e sommandovi 5, 3, 1) le 13 5 1, 11 7 1, 11 5 3, 9 7 3. 

6. Se il numero p delle parli, nelle quali fx dee partirsi, è uguale o maggiore 
di fi il numero jB^*''* delle partizioni non cangia, noi lo segneremo con BjH^ . Lo stesso 
avviene se il numero n è uguale o maggiore di f* j sicché porremo B^''^ = JBJ^**''' 
= ecc. =r ffj!^K Finalmente se hanno luogo ambedue queste circostanze scriveremo B^ 

in luogo di B i questo B^ è dunque il numero delle partizioni di fx in parti co- 
munque scelte tra i numeri interi, ommettendo di menzionare lo , giacché ora il 
numero delle parti é indeterminato. Cosi Bi^ = 5 esprime il numero delle partizioni 
4, 3 1, 2 2, 2 1 1, 1111. 

7. Mediante la precedente relazione 

(2') B^' = BJ-»^ 4- B^ 

e cominciando da 

(6') «?'=!, e (7) B^*=l 

si può calcolare la seguente tavoletta già data dall'Eulero 



n = 




2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


= 1 
























2 




2 




















3 




2 


3 


















4 




3 


4 


5 
















5 




3 


5 


6 


7 














6 




4 


7 


9 


10 


11 












7 




4 


8 


11 


13 


14 


15 










8 




5 


10 


15 


18 


20 


21 


22 








9 




5 


12 


18 


23 


26 


28 


29 


30 






10 




6 


14 


23 


30 


35 


38 


40 


41 


42 




11 




6 


16 


27 


37 


44 


49 


52 


54 


55 


56 


12 




7 


19 


34 


47 


58 


65 


70 


73 


75 


76 



77 
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in ciatcheduiit rìgt s'inleodt ripetuto indefinitiTaiiiente l'ultimo nomerò; oosi per eeem* 

pio B{*' =8 7 ; tiocliè i nomeri della diagonale sono appnuto i B^ . 

8. Le altre Uvole ti calcolano mediante le (2) (3) cominciando da (6) B^^-^Wi, 
e da (8) B^''^'=^i finché fx non supera p » e (5) F^'^aO quando fi supera p. 



p 


= 2 


1" 


z3 


P 


= 


4 




JL 


= 5 


n = 


2 


2 


3 


2 


3 


4 


2 


3 


4 5 


M= 1 
2 
3 


1 

8. 
1 


1 

3 
8. 


1 

2 
3 


1 

2 
2 


i 

2 

3 


1 

2 
3 


1 

2 
2 


1 

2 
3 


1 i 

2 2 

3 3 


4 
5 
6 


1 




2 
1 
1 


3. 
3 
S 


3. 

2 

2 


V* 


5 
5 
7 


3 

3. 

3 


4 
5 
6 


5 5 

6 7 
8 9 


7 

8 
9 







8 
1 
1 


1 
1 






7 
8. 
7 


2 
2 
1 


6. 

6 

6 


9 li 
11 14 
11 16 


10 
11 
12 














7 
5 
5 


1 



5 
4 
3 


12. 18 
11 19 
11 20 


13 
14 

15 












3 
2 
1 




2 
1 
1 


9 20 
8 19 
6 18 


16 
17 
18 












1 









5 16 
3 14 
2 11 







P'^ 


6 




2 


3 


4 


5 


6 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


3 


3 


3 


3 


4 


5 


5 


5 


3 


5 


6 


7 


7 


4. 


7 


9 


10 


11 


3 


7 


10 


12 


13 


3 


8 


13 


16 


18 



2 


8 


16 


23 


28 


1 


7 


16 


25 


32 


1 


7 


18. 


29 


39 





5 


16 


30 


42 




4 


16 


32 


48 




3 


14 


32. 


51 




2 


13 


32 


55 




1 


10 


30 


55 




1 


9 


29 


58. 
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f=7 



P = 8 



n = 

/*= 7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 

16 
17 

18 

19 
20 
21 

22 
23 
24 



2 3 

4. 8 

4 9 

3 10 



il 
14 
16 



5 

13 
17 
21 



6 

14 

19 
24 



2 3 4 5 



15 
20 
26 



3 10 19 26 31 34 

2 10 20 30 37 42 

2 10 23 35 46 53 

1 9 23 39 52 63 

1 8 24. 43 61 75 

7 23 46 68 87 

5 23 48 76 100 

4 20 49 81 112 

3 19 49 88 125 

2 16 48 90 136 

1 14 46 94 146 

1 11 43 94. 155 

9 39 94 162 

6 35 88 166 

5 30 81 169 



4 8 
5. 10 
4 11 



4 
3 
3 

2 
2 
1 

1 





12 
12 
13. 

12 
12 
11 

10 
8 
7 

5 
4 
3 

2 
1 
1 



li 
15 
17 

21 
23 
27 

28 
31 
31 

33. 

31 

31 

28 
27 
33 

21 
17 
15 



13 
18 
22 



6 

14 
20 
25 



28 33 

33 40 

40 51 

45 59 

52 71 

57 81 

63 94 

66 103 

70 116 

71 123 
73 134 
71 139 

70 146 

66 147 

63 151. 



15 
21 
27 

36 
45 
58 

70 
86 
101 

120 
137 
158 

176 
197 
214 

233 
247 
263 



8 

15 
22 
28 

38 
48 
63 

77 
97 
116 

141 
154 
194 

221 
255 
284 

319 
348 
383 



9. FroNema. Antlogamente al problema del S 8. si dimandi in quanti modi A^^ 

il numero ft può partirsi in parti disuguali 1, 2, n senza determinare il numero 

delle parti. Conforme d $ 5 diminuiremo le parti ordinatamente di 1, 2» 3 e 

siccome il numero delle parli può essere 1» 2» 3, 4 .... « cosi la loro somma verrà 
a diminuirsi di 1, 3, 6, 10; perciò 

Ai' = Bizl '» -4- B^Zl^'-h Bizl-'^-h ecc. 
mediante la (3) due termini successivi possono sommarsi tn uno solo» sicché 

At' « B^**'** 4- Sfilzi''' -*- B^!i'' + ecc. 
Per esempio 

^V*= BiV''+ ^iV +*!?•* =«o -+-BÌV* 4-^6=1 -+. 31 4-11= 43. 

Questi il*:' sono sottoposti alla relazione A^^ = A^^' -^A^^ poco differente dalla (2'). 

10. Numero dei peninvarianH. Io dico peninvariatai di grado p e di indice fi 
una funzione intera P delle quantità ao » fli » (>« > • • • a» « tale che ogni termine 
contenga p quantità» i cui indici abbiano la somma fx , e sia AP s= » dove la ca- 
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ratterislica A indica la derivazione espressa da 

tto D^ -h 2a, Da . . . . 4- na^^^ D^ , 

ciascuna D designando l'ordinaria derivazione rispetlo alla lettera posta abbasso (Veg- 
gansi i miei Cenni elementari sui discriminanti, invarianti e covarianti negli Atti 
dell'I. R. Istituto Veneto per Novembre 1858. Tomo IV pag. 65 e 83 ). Sia per 
esempio n==5, p=^4, fi = 6 \\ numero dei termini del peninvariante sarà 
Bf^'f^ = 8, ed esso avrà la forma 

Aas a, al H- Ba^ a, aj H- Ca^al Oo -f- DaJ aj 4- Ea^ a^^a^ a^ -4- Fa^ a\ 

-h GaJ Oo -f- Ha] al 
mentre la AP = conterrà Bj!^^ = 6 termini, e sarà 

AP = Aasal-h {5A -h 2B -+- 2C)a4 a, oj 4- {4B 4- 6D 4- £:)03 a, aj 
{4C 4- 2£; 4- 3F) 03 aj Oo 4- {dE 4- 6G 4- 2ir)aJ a, ao 
(3F 4- 4iJ)a^ a; = ; 

sicché per determinare 8 coefficienti indeterminati abbiamo 6 equazioni, le quali es- 
sendo omogenee danno luogo a due soluzioni essenzialmente differenti (non badandosi 
ai moltiplicatori comuni); le più semplici sono 

A=0 , JB=0 , C=0 , D=l , £;= ~ 6 , F=4, G=4 , iJ= -3 ; 
A=0 , B=l , C= — 1 , D= — 1 , £;=2 , F=0, G= — 1 , i5r=0. 

Potrebbe nascer il dubbio che le 6 equazioni fossero riducibili ad un minor numero, 
sicché il numero dei peninvarianti fosse maggior di due; nuUadimeno io credo poter 
asserire che : Il numero dei peninvarianti di grado p e di indice fx formati colle 
quantità a^ , a^ . . . a^ è sempre Bf^^ — B^l= E!'^'^\ e fra di essi ve ne sarà 
un numero JEJ"''''^ che non conterranno o„ , un numero fiJJ"*''' senza né a„ né 
a„_, , e così in seguito. — Nel caso precedente, essendo E^^' **=^ 7 — 5=2, tutti 
due i peninvarianti sono senza 05 , ed essendo Ef*'^^= 5 — 4=1 uno di essi é anche 
senza 04 , appunto come abbiamo trovato. — Col mezzo di relazioni identiche alle 
(2) (3) e delle E^''>=1, Ej:'"^ = E;;^[_^ si possono facilmente calcolare le ta- 
vole dei numeri ^Jj"* , e le somme delle loro colonne danno i JB^"* : ecco le due 
tavole corrispondenti a p=9 ed a p=10. 
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P = 9 



=0 

1 

3 

4 

5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 

16 
17 

18 

19 
20 
21 

22 
23 
24 



2 





3 4 5 6 7 8 9 












1 



1 
1 

1 
1 

2 

1 

2 
2 

1 
1 
1 





1 
1 
1 

2 
2 
1 

2 
1 
1 



1 

1 
1 



1 1 



1 1 
1 1 



1 

1 
1 



1 1 



1 1 
1 1 



2 2 2 2 2 2 
12 2 2 2 2 

3 3 4 4 4 4 

2 3 3 4 4 4 

4 5 6 6 7 7 

3 5 6 7 7 8 

4 6 8 9 10 10 

3 6 8 10 11 12 

5 8 12 14 16 17 

2 7 10 14 16 18 

4 8 14 18 22 24 

2 8 13 19 23 27 

3 8 16 22 29 33 
7 14 23 29 36 
2 7 18 27 37 44 

2 5 13 26 36 46 
5 17 29 44 55 

3 3 13 29 43 59 

2 1 14 29 49 65 

4 9 28 47 69 
2—1 12 29 51 77 



P-=10 



2 3 456789 10 



1 

1 
1 

1 
ì 

2 

1 
2 
2 

2 
1 
2 


1 



— 1 



—2 
— 1 
—2 

—2 
-2 
-1 



1 1 



1 1 
1 1 



1 1 



1 1 
1 1 



1 



1 
1 



2 2 2 2 2 
12 2 2 2 

3 3 4 4 4 

2 3 3 4 4 

4 5 6 6 7 

3 5 6 7 7 



1 

1 
1 

2 
2 
4 

4 
7 

8 



1 

1 
1 

2 
2 
4 

4 
1 

8 



5 7 9 10 11 11 12 
3 6 8 10 11 11 12 

6 9 13 15 17 18 19 

3 8 11 15 17 19 20 

5 10 16 20 24 26 28 

3 9 15 21 25 29 31 

5 11 19 26 33 37 41 

1 9 17 26 33 40 44 

4 11 23 33 43 51 58 

8 18 32 43 53 61 

2 10 24 38 54 66 77 
2 6 19 37 53 70 81 

7 23 42 64 82 100 
4 3 17 39 62 86 105 

1 4 22 45 74 101 127 



11. Applicando il precedente metodo ai peninvarianti, nei quali si lascia indeter- 
minato e il grado p e il numero n delle quantità ( il che è lo stesso come porre 
p= n = {i) io stabilii nel $ 9 della succitata memoria il numero dei penin varianti 
di ciascun indice. D'altronde tutti i Bj^ — B^., = £^ peninvarianti d* indice fi ri- 
sultano dai peninvarianti fondamentali P, , P3, P4 , .... P^ (che sono i coefGcienti 
della trasformata priva di secondo termine) uno per ciascun indice cominciando dal 
2 : il Corollario del § 4 ci dà per questo medesimo numero delle partizioni di [j. 
nei 2, 3, .... fi un'altra espressione; quindi le differenze nella serie B, , B, , B3 ... 
sono date da 
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(9) B^-B^,^E^ = »Ìl,+ Bj^ + »ìL,-heec. 

12. Forse non è dimostrato » pure può asserirsi con tutta confidenza « che se 

[ji=^J^ la funzione P soddisfacente alla AP = è euritmica rispetto alle quantità 

Oo » a, , ....a„., » a„ ; e perciò essa è ciò che dicesi un invariatUe. Dunque ($10): 
Il numero degli invarianti di grado p è Bj^"^ — F^^^ 9 che per brevità segneremo 
con £<"'^» . T f -« 

13. Cerchiamo tutti gl'invarianti delia forma biquadratica, cioè sia ft=s 4. Essendo 



£;«4»*» == J?/ *) — By^ = 3—2=1, 

si ha un invariante di 3 termini, che è il noto 7^'* = / (Veggasi il $ 5. dei CemU), 
Poscia E^**'* = 5 — 4=1 c'indica l'invariante di 5 termini F*^ = /. Le 

£<4»4' = 8—7=1, £;^4'5) = 12 — 11 = 1 , J5;'4.6)^ 18 — 16 = 2, 
F**^* = 24 — 23 = 1 , F**^* = 33 — 31 = 2 , i?*»^) = 2 , 
^4.10) ^ 2 , E^**"> = 2 , ^**"> = 3, ecc. 

ci mostrano che dev'esservi anche un invariante di 4° grado, uno di 5^, due di 6®, ecc. 
Ora pel Corollario del % 4. coi due invarianti di 2° e di 3° grado si possono for- 
mare JBJil,'* -4- B^l^ -h BJil/' -h ecc. invarianti di p."'"" grado, e questi numeri 

^4-" +*4-!*= 0+ 1 = 1, 04-1 = 1, 04-l-hl = 2, 
OHrO-hl=l, 04-0-4-14-1=2, 4-04-14-1 = 2, 
04-04-04-14-1 = 2, 04-0-f-04-l4-l=2, 
4-04-04-14-14-1=3, ecc. 

sono appunto i precedenti; dunque non vi é alcun altro invariante primitivo oltre i 
due /, /. 

14. Per la forma di 5° ordine, cioè quando ii=»5, le E<****=0, £**'*^=0, ecc. 
indicano Tassenza d'invariante di grado imparamente — pari (il che ha luogo ogni qual 
volta n sia dispari). Si ha poi 

£<5.4> =, 12 — 11 = 1 , £<5.8) =. 73 — 71 = 2 , F5»"> = 252 — 249 = 3, 

il che mostra la presenza dei tre invarianti; l'uno f/^ha appunto 12 termini (Veg- 
gasi Cenni % 6) l'altro r^\ che il Sig. Faà di Bruno disse primitivo {Annali 1856, 
pag. 86) dev'essere corretto come segue : 
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-t- ììa*bcdef* — Soò'cte/* -h 12aVe/* — SOoòVe/* 4- 156^ce/*-h 12a*My— 

— 21a»cVf — Ziab*cdY •+- 22M(i*/* -h ISabc^df* - 486V(if— 27ac5f-f- ' 
-t- IS^c^/* -h Sa'de'/* — 5a*6c«Y — 30a*MV/* — 34a'c'deY+ i33aò*C(teY— 

— 54ò*(teY— ISofcjVf -H 36VeY-f- 78o*cdV— 18aòV«f — 220akVe/*4. 
-t- 1066'cd'e/* 4- 93ac*(lcf — ZOVc^def — 9òcV — 27o*dY •+" ^^obcd^f — 

— 386'dY— 42ac'dY-f- 8Mc*(iY-f- 6ftc*dY — 2aV 4- 15a*Me* 4- 22a*cV— 

— 54aò»ce* 4- 27Mc* — 48o*C(iV 4- 3aò*dV 4- 106aòc*(fe' -- 816'cdc3 — 

— 38ac*c' 4- 386*cV 4- 18o*d*e* — ZOabcd^e* 4- 38ft'dV 4- 8acVc* 4- 
4- 25ftVdV— 57ftc^(te'-|- 18cV— 9aòd5e4-6ac'd*e— 57ftVd*e 4-74*c'(i3e— 

— 24c5(i'e 4- ISò'd* — 24fcc«(|5 4. 8c*d4 ; 

esso è il più eomodo da trovarsi, ed ha 68 termini, mentre il discriminante 

D5 = (/i*V- 128 /?» 

ne ha soltanto 59. 11 f^^ calcolato dal predetto autore ha 232 termini, ma non si 
può garantire Inesattezza. 

15. Se n = 6 le £<^»»^== , E^^*^^ = 0, ecc. mostrano che non vi sono inva- 
rianti di grado dispari (ciò vale ogni qual volta n sia imparamente •— pari). Poscia 

JB;'«**'= 4 -3 = 1, jB<«'4' = 18 - 16 = 2 , £<«»«> = 58 — 55 = 3 , 
£^6,8) = 151 — 147 = 4 , £(6.io) ^ 338 _ 332 = 6 , £<«•">= 8 , ec. 

gli invarianti primitivi //^ di 4 termini, f^^ di 16 termini, e f^^ danno i seguenti 
numeri d'invarianti 

jBÌ«»=1, »/^ = 2, B;»> = 3, »;'=4, jBÌ»^ = 5, J?/^ = 7, ecc.; 

perciò vi dev'essere un invariante primitivo di 10*"? grado, il quale sarà quasi per 
certo il discriminante De . Ritengo per vero che gli invarianti primitivi sieno tra loro 
indipendenti anche col mezzo delle loro potenze. 
16 Quando n = 8 si ha 

jE:<8'»> = 5—4 = 1, jE;'»'3> = 13 — 12 = 1 , £<»'4> = 33 — 31 = 2 , 
£(8.5) ^ 73 _^ 71 == 2, JB;'«»«> = 151 — 147 = 4, F»»^^ = 289 — 285=-4, 
£(8.8) ^ 526 - 519 == 7, £<»»»> = 910 — 902 = 8 , 
£<8.To) = 1514 _ 1502 = 12 , F»'"^ = 13 , F«'"> = 20 , 

Tom. II. N: 3. 1859. 19 
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sicché vi è un invariante primitivo per ciascuno dei gradi 2, 3, .... 9, 10; infalti 
(veggasi il Ck)roIlario del' % A) BJ!:}> -f- 5^!:^ -f- B^!:/» 4- ecc. dà i numeri 

1, 1, 1 -1-1=2, 1 -H 1 = 2, 1 -h 2-hl=4, 1+24-1=4,1 -h34.2-hl= 7, 

14-34-34-1 = 8, l4-4-f-44-24-l = 12, 

04-44-54-34-1 = 13, 04-54-7-f.54-2-f-l=:20, 

che sono appunto i numeri precedenti. Continuando i calcoli si riconosce l' esistenza 
anche di un invariante primitivo di 14? grado; forse esso sarà il discriminante. 

17. Gli invarianti primiiivi per n = 7 sono uno di 4? grado, tre di 8?, ed altri 
6 di 12? grado ecc. — Per n =9 sono due di 4? grado, altri 5 di 8?, ecc. — 
Per n = 10 sono uno di 2? grado, uno di 4? , 4 di 6? , 5 di 8? , ecc. — Per 
n = 11 sono due di 4?, 10 di 8?, ecc. — Per n = 12 sono uno di 2?, uno di 
3?, due di 4?, due di 5?, 5 di 6?, 5 di 7?, 8 di 8?, ec. — Per n = 13 sono 
due di 4?, ecc. — Per n= 14 sono uno di 2?, due di 4?, ecc. 

18. Quanti sono i covarianti primitivi della forma cubica ? Se p è il grado e 
{j. rindice del primo coefficiente v*^*""* del covariante F"**''* d'ordine m si ha (Cenni 
ec. % 14) m=3p — 2fx e il massimo indice contenuto in v^'"'''' é 3. II numero dei 
peninvarianti v*^»"** è dato (% 10) da E^''\ ora si ha E^*'^^ = 1, e siccome anche 
j^^ s) = 1 , cosi il primo covariante é dato da 

v<*»*>= a^Oo— a\ . 

Poscia Ef'l *' = 1 conduce a trovare 

v<3.3) = aa oj — 3o, a, a^ 4- 2a| . 

Similmente El *^ = B^^' *^ = 1 indica l'esistenza di un v^^*^^ senza a^ , il quale non 
può essere altro che (v**»**)* , ed anche il covariante sarà (F^***)*, cioè non primi- 
tivo. La £?;'^=1 dà un v^^.s) ^.jjg ^ ^ p^dolto »<*»*» . v^^*^\ Abbiamo J^/«>=2 
e perciò due peninvarianti, uno dei quali sarà compreso in E'^' '^ = E}1' *^ = 1 , e 
l'altro in E*'^== 1, e perciò avremo un t;^**®\ che è il discriminante, ed un v^®**' 
che è il (t;<'••>)^ La JS;»' ^» = 8 — 7 = 1 indica il v<7'7> = {v^***y {v<5»3>). La 
£U. t) __ 2 si riduce alle due 

js«; •> = 8 — 7 = 1, £;;»«' = 5 — 4 = 1 , 

che mostrano l'esistenza di un peninvariante 

,;(6,«) ^ ,;(4.o), !;(»,«) ^ e di un v^^«^' = (t;<*»**)^. 

Cosi abbiamo trovato v^**'^ > v^'*^' ed il discriminante v^^*^^ , e credo che tutti gli 
altri dipendano dai loro prodotti, peraltro noi possiamo moltiplicarli per a', , il che 
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ne accresce il grado di i e non ne muta Tindice ju ; dunque avremo pel primo coef- 
ficiente di ogni covariante della forma cubica le tre formule 

O' t;^*»*' = i;<*-*"'»*+30 gi |^<3,3> __. 1^(3+1,3+30 gi y{^,o) __ |^(4+/,30 

l*ultima delle quali è esprimibile col mezzo del cubo della prima e del quadralo della 
seconda. 

NOTA 

Ad ogni studioso della matematica si mostra la difficoltà ognora crescente di conoscere ciò che fe- 
cero gli altri; per supplire in qualche modo alla mancanza di opere generali, ed anche di repertorii od 
indici dei Giornali e degli Atti deUe Accademie, io proporrei uno spediente. Ognuno che tratta un. ar- 
gomento indichi tutti gli Autori, che, per quanto egli ricorda, hanno pubblicato intomo al medesimo : 
chiunque altro scriva dello stesso oggetto ripeta quelle indicazioni aggiungendo le altre, che avrà potuto 
raccogliere: così continuando si potrà sperare che si mantenga la memoria di quanto fu trovato su cia- 
scun argomento. Accompagno al consiglio l'esempio riguardo alla partizione dei numeri. — Eulero, In- 
trod. in anal. infln. L $ 197. — N. Gomm. Acad. Petropolitanae T. IH. i7l>0 pag. i5, 185, et T. XIV. 
1760 pag. 168. — Paoli, M. Soc. Italiana 1784. II. pag. 787. — Petri Pauli Libumensis Opusculum 11. 

— Bmnacci, Ifatent subì. I $ 108. Gomp. del Gale. subì. 1811. $ 114. — Lacroix, TraitéGalc. diff. et 
int. 1810. III. S 1103. — Legendre, Th. des Nombres 1830. II. pag. 128. — Briancbon , J. Ec. polyt. 
1837. XXV. pag. 166. — Gatalan, J. Liouv. 1838 III. pag. 111. — Rodrigues, J. Liouv. 1830. IV. 
p. 836. —Jacob, J. Grelle 1846. XXXII. p. 164.— Stem, J. Creile 1840 XXI p. 01, 177.— Sylvester, 
Ann. Torto!. 1857. Vili p. 12. — Quarterly, J. 1855 p. 141. — Brioschi, A. Tortol. 1857. Vili. p. 5. 

— GayJey, A. Tortol. 1858 I. pag. 323. 

Padova, Marzg 1859. 
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SOR LA GOURBURE D*UNE SÈRIE DE SURFAGES ET DE LIGNES, 

PAR T. A. HiaST. 

(Continoacione e fine V. pag. Ut.) 

UI. 

Sur la courbure des surfaces dérivées. 

23. En sui vani loujoura la marche proposée au n? 3 nous allons étudier pre- 
luièrement la courbure aux points correspondanls de deux surfaces inverses S^ el S'. 
Par la théorìe generale de ces surfaces (') on saìt , 1° que les normales en deux 
poinls correspondanls m, et m! se coupent de manière à formeravec le rayon vec- 
teur un triangle isocèle à base mim\ 2? que, pour ces points, les centres de courbure 
e, et e' de deux sections normales correspandarUes sont en ligne droite avec Torigine. 
En observant donc qu*ici le rayon vecteur, les deux normales, et la ligne menée par 
les centres de courbure forment un système qui ne différe en rien de celui déjà con- 
sidéré au n? 13, on a de suite 

-^ -+- -^ 4- 2 ==: ; (21) 

H-i pi f*i P 

où pi et P désignent les rayons de courbure de deux sections normales correspondan- 
tes de S, et S', dont les signes sont déterminés comme au n? 13; c*est-à-dire que cfta- 
que rayon de courbure est positif ou négatif selon que le centre de courbure et l'o- 
rigine Bont de còtés opposés où du méme coté par* rapport au pian tangent. 

Mais on sait que les sections principales de S, et S' se correspondent deux à deux ('), 
en sorte que si p\ , p'I , p' , p" désignent les rayons de courbure de ces sections on 
aura deux équations de la forme (21) lesquelles, en faisant pour abréger 

2 11 2 11 



R. p'. pV R 

donneronl par addition el multiplicalion 

r 



i 



fx, R, fx,R 



4-2 



1 r, r, 2r. _ 1 r'r' 2r' 

t^i pipi Ri f^i 9 9 ^ 



(22) 



(1) Voir la Nute 1 à la fin du Mémoire. 
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Observons dés à present que les pi » p de l'équation (21), et en general les rayons 
de courbure sans accents sapérieura appartiendronl aux sections nonnales dont les plans 
passent parrorigine. 

24. Passons maìntenanl aux deux surfaces S, S' réciproques polaìres. On sail 
qu*en general on peut trouver une surface 1 du second ordre qui aura son centre 
à l'origine et sera osculatrice à la surface S en un point m quelconque ('). Cela 
étant le théorème du n? 12 fait voir que la surface 1' , réciproque polaire de 1 , 
osculerà la surface S' au point correspondanl m' ; en sorte qu'il sufGra d'étudier la 
courbure aux points correspondants de deux surfaces du second ordre , réciproques 
polaìres par rapport à leur centre commun ; surfaces qui sont toujours de méme 
espéee, dont les axes principaux ont mémes directions et valeurs réciproques. Pour 
fixer les idées admettons que 2 et 2' soient des elHpsoides et par leur centre com- 
mun, Forigine, menons deux plans parallèles aux pian tangents de 1 et 2' en m el 
m! et par conséquent perpendiculaires respectivement aux rayons vecteurs r'= om', 
r .= am. Soient E et E' les sections elliptiques de 1 et 2' déterminées par ces plans; 
ce seront des indicatrices de S el S' aux points m et tu'. II est clair que les plans 
polaires des divers points de E, étant tous parallèles aux rayon vecteur r', envelop- 
peront un cylindre circonscrit à 2' selon l'ellipse E'. En méme temps les traces de 
ces plans polaires sur le pian de E, qui leJs coupé orthogonalement, ces traces dis-je 
envelopperont une conique qui sera à la fois projection de E' et réciproque polaire 
de E, donc : chacune des eUipses E, E' est la réciproque polaire de la projection 
de l'autre sur le pian de la première. 

Cela pose il sera facile de déterminer les relations entre les demi-axes a, ò, a', 
b' des ellipses E et E' d*où dépendent, comme on sait , les rayons de courbure p', 
p"f P j p" de 2 et 2*, ou ce qui revient au méme, de S et S'. En effet soient 2a , 
2a les diamètres de E et E' dans le pian des rayons vecteurs; 2|3, 2|3* les diamé- 
tres perpendiculaires à ceux-là, et qui co'incident en direction avec Tintersection des 
plans de E et E'. On sait que 

i l_ll 1 i_l 1 



a a pr a Q a p 

Mais la projection de E sur le pian de E' , étant la réciproque polaire de E' sera 

une ellipseEo ayant -p» Tr pour demi-axes dirigés dans le méme sens que a' et 6'. 

D*un autre coté l'angle des plana de E et E' élant évidemment égal à l'angle ^ des 
rayons vecteurs, les demi-diamètres « et |3 de E anront pour projections deux demi- 

(i) Dupin : DéveloppeincDts de Geometrie, p. p. 13 et 31. 
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diamètrct recUngulaires a cos <{> et P de E. ; en torte qae pour celle ellipce 

o'» *" 1.1 1 ^ 1 ^ »f 1 

00 pour abréger p, == cos «p » v, = sin «p • Gette équalion au moycn dos derniòres 
devient 



On obtient une autre relation cnlre les mémes demi-axes en considérant les aires 
des ellipMS E » Eo • E'. En effet i*aire de Eo étant la projection de celle de E sera 

égale à irfi,a b > pendant que -y > -r? étant les demi-axes de Eo cette méme aire sera 
exprimée par «tt? i ^^^^ ^^ égalant ces deax expressions on a 

li^aba'b' = k^ (25) 

25. Pour connaitre sans ambiguité les directions relaltves des axes de E et E', 
et par suite celles des lignes de courbure de. S et S', soil 

Ax*-+- 2Bxy -h Cy'= 1 (Eo) 

réquation de Tellipse Eo par rapport aux demi-diamctres a, j3' pris respcctivemeiu 
pour axes de x^ y. En y mettant fi^x au lieu de x on obtient Féquation 

k[i\ x*-h 2Bfx, xy 4- Cy'= 1 (E) 

de l'ellipse E, dont Eq est la projection, par rapport aux directions des dcmi-diamc> 
tres ffy |3. D'un autre coté Tellipse E', réciproquc polaire de Eo > aura comme on 
sait (') réquation 

Gr'— 2Bxy -h Ay»= (AC — B")it*. (E') 

En observant que Tellipse E passe par les points dont les coordonnées soni x=0 , 

y=P et a? = «, y=rO, Fellipse E' par les points a? = , y = j3' ci a; = a, 

y =: : et en se rappelant que la différence AC — B', qui rcsle la méme quelquc 

soient les axes de coordonnées rectangulaires de l'équalion Eo , a pour valeur la ré- 

W k^ 
ciproque du produit des carrés des axes — r » -rr de Eo , on verrà facilemenl que (E) 

et (E') peuvent étre écrites de la manière suivante : 



(I) Voir U Note II à la fin du Métnoire. 
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-^ + 2Bp.«S + Jr = 1 . jr _ -,^xy+ i, = l. 

Cela pose soìt f l'angle que fait un des axes de E avec Taxe des » ou, ee qui 
est la méme chose, avec le pian des rayons vectenn r» i^; on aura par une ior- 
mnle connue : 

et pareiilemenl pour l'ellipse E' on aura : 

/ 2 1 1 V"*'» 

par conséquenty en ayant égard à Téquatìon (25), il viendra 



colang2^ ..coi^n^^= ^\^^-^^^^y.—^\-^-^^y 



(26) 



26. Pour transformer les relations (24), (25), (26) en d*autres relatives aux cour- 
bnres des surfaces 2 el 2', on plutót des surfaces S et S', on n'a qa*à se rappeler 
qne chaqne demi-diamétre a de Tellìpse E est, au signe près, la moyenne géométrìque 
entre le rayon de courbure p de la section normale de 2 parallèle à ce diamétre et 
la perpendiculaire r/x, abaìssée de l'origine sur le pian tangent au point m qu'on con- 
sidère ('). En substituant donc 

«= — f*irp, o = — fx,rp, 6=— .^, rp, 
et en observant que rr' /ui| = ^9 les trois équations en question deviennent : 



•— 7-17 = u. 



, P'P" 2r'_ pV72r vj r\ 



cotang 2(p' : cotang 2«p= - ^^ - _ì : ^, tL,\l — ~j . (27) 

Conformément à la deuxième de ces relations on aura évidemment 



{\) Dupin. I>éveIoppements de Geometrìe, p. 30. 
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relation qui au moyen dea aatrea devìenl 




(28) 

27. Poar arriver aux relations enlre les élémenla de eourbure aux points corre- 
fpondaots de la snrface primitive S et de sa dérìvée positive S, il safOt , selon k 
nT 3, d'identifier les surfaees S' considérées dans les nT 23 et 26; c'cst-à-dire d'élimi- 

ff J r' J 
ner^, -, -,» -r, des équalions (21), (22) aa moyen dcs éqaalions (27), (28). De 
R p p p 

celle manière, et en se rappellant que <p' = 9, , on Irouve sana peine : 

F-iPi rr \K P/ 

R, ■^■rr\R ftj p/ 

(29) (•) 

couing 2,. : coung 2,=^^ _ li.^ , ^. LL^ _ . 

Des troia rayons de eourbure p\ p", p les deux premiers dépendent uniquement 
de la nature de la surface S, le troisiéme p, qui appartieni à la seclion normale faile 
par un pian qui passe par le rayon vecleur, dépend de la posilion de rorìginc el 
se irouve lié à l'angle f par la relation connue 

1 cos*<p sin'<p 

? P P 

en sorte que la demiére des équalions (29) peul élre regardée comme une conséquence 
des Irois premiéres. Il s*agit à present de déduire des troia premièi*es équations les va- 
leurs de p« , R« , (p^ fì^) qui apparliennent à une dérìvée quelconque S„ , c^est-à-dire 
d'exprìmer ces quantités en fonction de p, R, (p' p''), regardées comme trois varìables 
indépendantes qui, pour chaque point de S, ont des valeurs données. 

28. Pour cela il sera bon de donner aux équations (29) une autre forme. Con- 
eevons le petit céne qui a Foriginc pour sommet, et pour base Félément ds„ de 1» 
surface S„ . Ce céne inlerceptera sur une sphère décrite autour de l'origine avec 1^- 

— -■ ■ - _ ^ ^ , ^- 

(1) l'ai Terìflé ces relations par Tanalyse; lei développemeats, qui ne me paraisscnt pas sans intéret.^ 
peuTent former le sujet d'une prochaine note. 
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rayon unite un élémeni de surface que noas désignerons par &>„ ; enlre df« et u„ on 
aura aìnsi la relation 

f*,df,= r*». . 

D'un autre coté les normales à la surface S« menées par les divers points de la 
eourbe qui renferme l'élément df« sont évìdemment parallèles aux génératrìces du céne 
qui a pour base, sur la dérivée S.^., , Télément ds«^, ( n? 9 ) ; par conséquent le 

rapport -j^ est précisément eelui que Gauss a appelé la mesure de la courbure de 

S„ au point qu'on considcre; /apport qui a pour valeur, comme on sait, le produil 

1 1 

des courbures — r » nr des sections prìncipales de S. (') . En ayant égard à la der- 

nière équation on a donc pour chaque valeur de n, positive ou negative, 

1 r» r^ ««+1 



nt r« r« I 



n 



En inlroduisanl cetle relation dans les équations (29) elles deviennent, après quel- 
ques reductions , 

r, r 2r 2 r r 

f^ipi P R f*i PP 

2r, , r 2r . r r 

1 r r r 2r r r 



cotang2<p, : cotang2<p = «,(~ - ^j •"(""" g) * 

Quant à cetle derniére proportion, pour en finir, observons qu*en faisant le produit 
des n proporlions analogues et consécutives on arriverà de suite à celle-ci: 



cotang 2<p, : cotaag 2«p= «,f ^ — ^ \ : « / 1 — 1 j 



(30) 



qui est vraie pour tonte valeur entiére, positive ou negative, de n. Quant aux trois 
autres équations si, en plaae de S, S, , on considero les dérivées consécutives S«., , S« 
et si, pour abréger, on pose 



(i) DitquUUiomt gehenUé eitea tuperficies curvar. 

Tom. II. N! 3. ISS9. ^0 
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f, w 2r. 1 r^r^ 

on en tirerà ce sysléme d'équalions, également Traies pour tonte valear eniière de fi: 

(31) 



?» = ««-1 •+• 2vJ ?^, 4- 2^, ti^, 4- 4fx, C— , , 

d'où Fon voit que chacone desquantìtés u, , f« ... est une fonction linéaire des quaD- 

tìtés ci>«_, , {.^, d'an nmg inferiear. Gela étant il est clair que par des substi- 

tations successives od arriverà, dans le cas de n positive^ à des équations de la forme 

w„ = A, » -H A', ? -f- ^l lì 4- Ai* C , 

j. =B.« -f-ff,? +8:^, 4-Brc , 

(32) 
T^« = e, M 4- C, J •+• C; t) -4^ C^" C , 

C, = A^, « •+• Ai^4 J -H A"^4 ti -H A;!^, C = »^, , 

où les coefOcients AJ,'' , B^'* .... sont des fonctions de n, fx, , v, , c*est-à-dire de it 

et 4' 9 qui deviennent respectivement A£ , 1^ en changeant n en m. 

29. Pour déterminer ces douze coefBcients observons d'abord que si m est un entier 
positif, S^^M sera la dérivée positive du rang m de la surface S« , donò 

««+«= A^ w. 4- A'„, 1, 4- A||^ fl« 4- a;;;; ?, 
= A^« » 4- A'^. ? 4- Ai^ Y» 4- a;;;^^ K ; 

équation qui devant étre identique en y mettant pour 6>. , («•••' les valeurs (32) , 
conduira à quatre équations de la forme 

A". = A« Air + AL Bl? + a: CI? + a: A« . , (A) 

ou } désigne un des nombres , 1 , 2 » 3. De la méme manière on déduira deux 
autres systèmes de quatre équations de la forme 

B«U = B. A!? -H B'« BJ» + BICI" + Bl' A« . , 

cLv = c, A« -4- c'„ BL" + c c« -+- c: A<:t. 5 

d*où on voit que les VSU^% B,»..., ou bien les G^ , G^^... , sont liées entreelles 
au moyen des quantités ^^ ^ Vj) précisément de la méme manière que les 
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Am4« 9 Am • • • • ; en sorte que si du syslème (A) noos parvenons à la forme ge- 
nerale de A^ , celle forme apparliendra égalemenl à BS|2 et CJ2 9 lesquelles quanti- 
tés ne peuvenl différer de A^ que par quelqnes constantes » indépendaotes de m , 
qu*on determinerà plus tard au moyen d'un nombre convenable de valeurs initiales. 
Faisons donc n=l dans les qualre équalions représenlées par (A); nous aurons,. 
en ayanl égard aux valeurs de Af , BJ^. . . . tìrées des équalions (31 )> 



A — 




a:, 


A»,+i 


f*i A'«— 


vja: 4.2vja:, 



A«4.4 = — A'«— fx, a;^ -t- 2^, a;; , 
A«Vi = A« — 2A'^— 4fx, a;;, 4- V, a;; . 

Des trois premières équalions, en meltanl n — 1 au lieu de m, on lire factlement 



A: = 1.{^,A'„-A',..), (33) 



^ 



et au moyen de celle relation la deuxiéme ou la Iroisième équalion devienl , en y 
remplacant m par n — 1 , 

A, = Al. = I5 (A; - A'_.). (34) 

Par ces deux relalions la quatrième équalion devienl, en y meltanl n+2 au lieu de m, 

A'„^4- 4fx. A'.^3-*- 2(1 -h 2/xJ) A'„^. - 4,*. A',^, + A^ = 0. (35) 

Tout se reduil donc à Tinlégration de celle équalion aux différences finies de qua- 
trième ordre; car Fintégrale generale avec qualre constantes arbilraires fera connailre 
la forme commune de A'„ , B'« , C'„ ; et les constantes etani délerminées pour chacune 
de ces trois coefGcients, les valeurs de toules les aulres seront données par les for- 
mules (33) et (34). 

30. Sans renvoyer aux mélhodes connues d'integration des équalions de la forme 
(35) observons de suite qu'on peul y satisfaire au moyen de la valeur A'^^ana?", 
où a et a; soni des quanlilés indépendanles de n, a etani tout-à-fait arbilraire. £n 
effet par la subslilulion de celle valeur l'équation (35) devienl 

«n«"(a;*— 2fi,a; + 1)'4- 4«a^"^'(« — f*i) («*— 2f*, a 4- 1) = 0, 

à laquelle on salisfail en faisanl 

a*— 2|«,«H-1 = 0, 

c'esl-à-dire en prenanl pour x l'une ou Tautre des racines 
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« = /*, db viV' — 1 «= CO» 4» dt sin ^V—ì » 
auxqueUes répondent les valean 

A'»=» anaT^ an(cosn(|» db siotiil»^ — 1) . 

On aurait évidenuneot salisfait à l'équalion (35) en faisant plus simplemenl A'»= «df , 
pourvu que les valears de x restent les mémes; par conséquent, si pour abréger on 
pose fx«» cos n(|» , v^=s sin n^ , on aura ces qualres solutions particnlières : 

«(^•4- v./Il) , pii(^.-f. v./=ì) , y(^.-.v.^i:i) , dn{^,- v.^ITi), 
et l'intégrale generale cherchée, avec qualre conslantes arbilraires, sera de la forme 

A'«= (« -t- ^)f*«4- (y 4- in) V. , 
ou ce qai revient au méme, de la forme 

A',= {a -H P») v._, -h (/ -+- an)v.^, . (36) 

31. Les conslantes a, |3y 7, ^ étant déterminées an moyen des valcurs initiales 
A'o = , A',= , A'3= 2vJ , A'3= 8f*, vj , les formules (33), (34), (36) donnent, 
toutes reductions faites, 

v.A.= (n-l)v^ , 2v,A;= (n4.1)v.,,- (n-l)v^. , v.A; = (n-l)v.. (37) 

m 

G>nime noos avons fait voir au n? 29 les mémes formules (33), (34), (36) se pré- 
tent a la détermination des Vj^ , seulement dans ce cas les conslantes a, ^, 7, ù de 
réqualion (36) se trouvent déterminées parles valeurs particuliéres B'o=l, B',=:fz, , 
B'a »s 1 — 4v* , B'a^s fi^ (1 — 12y') . Aprés quelques reductions faciles on trouve 
ainsi : 

— v,B.=r n^«, , — 2»,B'.=r (n -+- 2)v._, — nv^, , — v,B; = nv. . (38) 

Exactement de la méme manière les valeurs initiales 

C,« , C',= - vJ , C'.= - 8^. vJ , C'3= v;(3 - 28,*J), 

condttisent aux expressions 

- v,C.=: iifx, »^,4. (n— l)v. , — v.C'.= (»-h2)^J »,— nv,^, , 

(39) 
— V, ci' = iifx, v,4- (n— l)v.^,. 

Enfin en restiluant les valeurs de (, yi, C dans les formules (32) et en observant 
que selon la formule (34), K* f K9 Gm soni respectivement égales à A«^, , B«^, , 
C«^i % on dédttil facilemenl 
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/a Al ^ A» 2r . . 1 rr\ 

««=^A,-t- A. -—4- A, R""^^w ~ "77 ì' 

'*«"^ **• rr "*" *** "n" ■*■ **"'^« r" 77^ 

y^» __ Ihf ti f*i P P 

Vip R ^ f*. pp 



2r. ^•^^•;irp"^^-R "^^-^'i^^p"^ 



^» A ^ A» ^ ^ A" ^'^ -L- A * ** '' 

f*xP R f*i p p 



A' *■ _L. A" ^'* ^ A * '"'' 



Ai»^.i"f- A,^, — - -H A^+i "K" ■+" A„^a — 

formules dans lesquelles il ne faut que substiluer les valeurs (37), (38), (39) pour 
avoir la solution complète du problème nous nona proposions. Je dis complète^ car 
quoiqne, pour plus de simplioité, nous n'ayons considéré que les dérivées posìtives de S, 
et que par conséquent n doive étre un entier positif, il n'est pas dif6cile de voir quo 
ces formules restent vraìes méme pour des valeurs négatives de n. £n effel en meltant 
h — n au lieu de m la formule (A) devient 

Ai? = A^ ^« + A'^ Bi/» + AL. C!? + a:U Ali. , 

dans laquelle jusqu*ici n a été supposée plus petite que h. Mais A.^ devant étre in- 
dépendante de n ce nombre disparaitra de lui méme de la seconde partie de cette 
équaiion, d*où il suit que la condition h>n n*estjiullement nécessaire. Posons don e 
h = 0} il viendra 

AJ» = A_ AJ? -H A'_» ^ 4- Al C? 4- Al A« , , 

et les équations (32) , aprés les avoir multipliées respectivement par A_« , AL« > 
A^ 9 A'", , donneront par addition 

« = A., M, -H A'_ ?, -H A^^ ti^ 4- A!!;, C, ; 

car on a évidemment Ao= 1 , A'o= A'^ = A;|' = . Mais S éUnl la dérivée ne- 
gative du rang n de la surface S« , &> deviendra a>.^ en posant o, $ .... au lieu de 
^«9 im "" } ^^ sorte que la dernière équation deviendra identique avec celle qu'on 
obtiendra de la première des équations (32) en y changeant n en — n. La genera- 
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lite des troU deraiéres des équations (32) se dcmontre de la méme manière, qui do 
resle n'est pas la seule qu*on pourrait snivre pour cet objet ('). 

32. Sans entrer dans une discussion complète des formules que nous venons d*ob- 
tenir, indiquons au moins quelques cas particuliers. Soit m le pied d*une des nor- 
males abaissées de l'oiigine sur la surface S; point situé sur toutes les dérivées pour 

lequel «f = , ft,= 1 , Vg= 0, tandis qu'en general lim i ~ 1 =i lim (— i = « . 

Pour ces valeurs on trouve sans peine que : 

A.= (n-1)', A'. = 0, A: = »(n-1), 
-B,= n(n-1), B'.= l, ^ b: = n\ 
-C»= 2n(n— 1), C', = 0, - C; = 2n*- 1 ; 

en sorte que les formules (40) fournissenl les relations suivanles: 



w,= wfn — 1 -Hn— r)(n — 1 -{- n-jj-) 



"•U k) % r; 


1' 


/ M^ ^ 

n 4- (n -*- 1) -T 


n4-(fH-l)^ 
^t _ P 


P- n~l4-n^ 

P 


p 



De la seconde relation, en ayant égard à l'équation (30), on conclut qu*au point m 
les sections principales de toutes les dérivées sont situées dans les deux mémes plans. 
Ghacune des deux dernières relations coincide, pour {^1= ì, avec celle déjà donnée 
au n? 17, ce qui fait voir que dans le voisinage du point m les sections principa- 
les forment deux séries de lignes dérivées. Les résultats auxquels nous étìons par- 
venu direclement au n? 10 sont donc vérifìés. 

Si pour surface primitive on prend une sphère autour de Torigine , chacun de 
ses points m sera du genre de celui que nous venons de considérer, et de plus 

T T T T TV 

- = ~ = -^=:— .== — 1. Les relations précédentes donnent évidemment ~ = ~ 

P P P ^ Pn Pn 

f 

= -^ s= — 1 , «,= w, comme cela doit étre. 

Pn 

' ■ ■ I II ■ I I II I ■ I ■ Il , I ■ ■ 

(1) Voir la Note III. 
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33. En second lieu soit S une surface de revolution auloar d'un axe qui passe 
par l'origine. Dans ce cas le pian d'une des sections principaies passe toujours par 
l'origine , par conséquent tang 2^ = et le rayon de courbure p" de cette section 
devient égal à p ; quant k Tautre section principale son rayon p' est égal, au signe 
près, à la partie de la normale comprise enlre la surface et l'axe de revolution; en 
d'autres termes p(s=^p') et p' designent à présent le rayon de courbure et la normale 

ili 12 

de la courbe generatrice de S. En mettant -> - + -7 au lieu de -ip ~ les fomiules 

p p p p R 

(40) deviennent très simples, en se décompoiaut en facteurs; on trouve en effet 

««= H n — 1 4- n — )( v«-, 4- V. ^ ) , 

IH- (n 4-1)-^ v,-+-v,^.^ 

/*ip p 

La seconde équation ne différe pas de celle trouvée au n? 17, comme cela doil étre, 
car les dérivées sont toutes des surfaces de revolution autour du méme axe, et leurs 
Gourbes génératrices forment nécessairement une serie de lìgnes dérivées. La troisiéme 
équation exprime la relation qui existe entre les normales correspondantes des lignes 
dérivées. Ou la verifie facilement en observant que dans le triangle forme par le rayon 
vecteur, la normale, et l'axe de revolution on a, pour chaque valeur de n, 



sin (vp — B^) sin 0, 



+t 



p'« sin e^ sin $^ 

Au moyen de cette relation, et de l'équation 0^=0 — n^ , on réduit sans peine la troi- 
siéme écrite ci-dessus k une identité. En méme temps la premiere équation devient 



(r Xsin 0- 
n — 1 -f- « — 1 . ^ ; 



équation qui s'accorde avec une de celies du n? 17; car pour les surfaces de revo- 
lution dont il s'agit on a évidemment 

(ù^: (a := sin 9^ . d^n : sin B, dB . 

La surface primitive S étant quelconque, si en un point m elle est osculée par 
une surface de revolution dont l'axe passe par l'origine, les dérivées seront oscuiées 
aux points correspondants par des surfaces de revolution autour du méme axe. Ce 
cas arriverà, évidemment, toutes les fois que le pian d'une des sections principaies 
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aa point m de S passe par rorìgine; ce méme pian conliendra alors une des secUons 
prìncipales aux poinls correspondanls de toules les dérivées, el les rayons de conr- 
bure de ces sections seronl donnés par la deuxième formule precèderne. Quanl à la 
suite de sections principales perpendiculaires à celles-là, les centres de courbure sont 
situés en ligne droite avec Torigine, et les rayons de courbure sont donnés par la 
troisiéme formule. Le cas actucl renferme celui où le point m de S est un ombilic; 
les autres surfaces osculatrices deviennent alors les dérivées d'une sphére dont il a 
cté question au n? 8. 

34. Considérons comme dernier cas particulier celui où S devient une surface dé- 
veloppable. lei la première dérivèe n'est plus une surface proprement dite mais, comme 
on sait, une simplc courbe à doublé courbure. Gependant les formules (40) ne sont 
pas en défaul, comme on pourrait craindre; elles subsistent encore en considèrant cette 
premiere dérivèe comme une surface tubulaire infiniment élroite. En effet en chaque 
point m, de la courbe S^ soni réunis tous les points qui correspondent à ceux d'une 
méme generatrice de S; les normales aux divers points m de celle generatrice, qui 
sont toules paralléles au rayon vecteur om^ , correspondent deux à deux aux normales 
de S, autour du point nti ; les normales corrcspondantes étant siluées, comme tou- 
jours, dans le pian des rayons vecleurs onif om^ . Quant. aux sections principales de 
S, Fune se rèduit toujours à un point (son rayon de courbure p" s*évanouit, ) mais 
Taulre possedè un rayon de courbure p[ qui reste fini et déterminé pour chaque nor- 
male. En effet selon la loi generale il faut considèrer ici, comme centre de courbure 
de la section principale dèterminèe par une normale donnée, le point où celie normale 
est rencontrée par une de celles au point m\ de S, infiniment voisin de m^ . Ce 
centre change donc avec le point m de la gènéralrice de S; il n*est autre que le 
point où la droite pokùre au point m, de S, est coupèe par le pian des rayons ve- 

1 

cteurs om, om^ . En faisant -^=0, n=ì dans les formules (40) on trouve en effel 

P 
Cd, =0 , p,== p'^' = , comme cela doit étre, et ensuilc 

(41) 



r. 


-2f, 


4- 




rì 




ì. 


-■ì 


-hrì 


r' 



valeur, qui dans le sens ci-desaus expliqué, est facile à vérifier directement. 11 y a 
phisienrs questions, dans lesquelles nous n*entrerons pas, qu'on pourrait résoudre sans 
peine au moyen de cette formule, par exemple : vers quelle limite le rayon p\ con- 
verge-t-il quand le point m, en parcourant une méme generatrice, s'éloigne infinimenC 
du point /ut de l'arréte de rebrouasement ? ou sont les poinls m de cette generatrice 
qui répondent à la plus grande (infinie) et à la plus petite des valeurs absolues de p , , 
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et qaels soni les lieux de ces points ? dette plus petite valeujr de p\ sera évidem- 
ment le rayon de courbure ordinaire de la coarbe S| . 

Quant aux autres dénvées de la surface déyeloppable S il n'y a aucune difficulté; 
elles sont toutes des vraies snrfaees. Par eiemple les points de la surface S, ,> pre- 
mière dérivée de la coarbe S, , qui correspoodent au point m^ se tronvent en abais- 
sant des perpendicolaires de l'origiDe sur tous les plans qui passenl par la tangente 
en fili; leurs pieds seront évidemment sur un petit cercle d*une spbère décrite sur 
le diamètre om, . En effet la surface S, est l'enveloppe de telles sphéres; le petit 
cercle en question qui passe toujours par Torigine est la caracterislique de S, , c'est- 
à-dire Tintersection de deux sphéres consécutives, et en méme lemps une de ses li- 
gnes de courbure. Pour chaque point m^ de celte ligne le centre de courbure d'une 
des sections principales de S, est évidemment le centre de la sphére generatrice, le point 
milieu du rayon ont^ ; par conséquent pour tous les points de S3 qui correspondem 

aux points d*une méme generatrice de S on aura pi = — ^ = — jr^ ; résultat 
qa*on peut vérifier facilement en faisant -n =0, n = 2 dans les formules (40;. 

Il est bon d'observer que deux caractéristiques consécutives de S, élant sur une 
méme sphére se coupent, non seulement à Torigine mais dans un autre point M, , 
dont le lieu 2, est Farete de rebroussement de S, et en méme temps la première 
dérivée positive de la surface 2, lieu des tangentes à la courbe S. ; car oM, est 
évidemment perpendiculaire à un pian qui passe par deux tangentes consécutives de 
S, . De ce que deux éléments consécutifs de 2, , sont sur une méme sphére il s*en- 
suit aussi que les plans normaux à ces éléments passent tous deux par le centre de 
la sphére dont le diamètre est om^ ; c*estrà-dire la droite polaire de 2, au point M, 
divise en parties égaies le rayon vecteur om^ . En appliquant ce resultai à la sur> 
face S et à sa dérivée S^ on voil sans peine que la droite polaire de S, au point 
fiix passe par le milieu du rayon vecteur o/x qui aboutit au point fi où la genera- 
trice correspondante de S touche son aréte de rebroussement; en sorte que pour ce 

f* f* 

point fi y p',= — - = — —i-; résultat qu'on vérifie facilement par la formule (41) 

Z Àfi^ 

en observant que pour chaque point de Farete de rebroussement de S, p = p'ss 0. 
Nous ne pousserons par plus loin Fexamen des diverses dérivées d'une surface 
développable ; observons seulement que la relation entre les dérivées positives et né- 
gatives est assez simple, car elles sont des dérivées d*une courbe S, qui a pour in- 
verse une autre e^urbe S'i située avec la première sur un céne ayant son sommet 
à Forigine. En effet selon les principes du n? 4 il s*ensuit que S,^, et la surface 
inverse de S_j^, , et par conséquent réciproque polaire de S_^ , sont tirées de S, 

Tom II. N?3.1S59. 21 
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et S'. , nwfttùwtmoA , et b wdmt mmmn. Ama S, cai Tamne rve 
dérdoppaUe, et 4e ce fi'elie est Ttmwtìo ff e ées ifhèi» lysft pmr iiwrftifi les 
perpeiidie«laÌRS sar Ics pbBs t ia g rls 4e S, oa coBciiift qm S_« cM rcTcio py c éa 
f^nbcMàtM è» féroiatM fii mi, Vonpmt pmr fiyer €•■■■■ ci fai tsackest arse 
lem soBHKts CCS mèmm ^kaam tja yts ci ansi et wmkt, 

U B'est peot-étre pas ÌMtfle ra^ovier ^m fHaàt ées dériiccs fne svfMe dé- 
YeloppaUe boss Cut comaìtre b ntare to poòls f«, sv in é uiiiu d'iae sorfMe 
(foelcoiiqiie S, eoncspondcfit a u poial « oè cdle-«t est osnlée par «ae snrfMe 
dérdoppaUe, e'eslrà-dire oà l*iadicatrìce derìcfli «ae parabole. Ea effet aa poiat m^ 
4e Sg la sarfMe oacahlriee ddrieadra aae liiili coarbe , aa ées rayoas et coar- 
iNire s'eraBoaianat; aa poiat «, de S, aae des iignes de eoarbare sera oscalée par 
aae dfcoolereBee qai pasK par ForìgiDe; et aiasi de sade. 

35. Si daas la prcmièfe des éfoatioBS (40) oa exprùae «•« et •• aa aioyca des 
élémenls de sorface ds. , ds, en se serrant de la preaière cqaatìaB da o? 28 , on 
aara 

df. = f*r(A. -K A'. — + a:|: + A^. - 4^W 

\ ftp * .«1 p p / 

formale qui se prète aa qoadratore d*aDe dérìrée qaeiconqae. Mais il est hors de 
ooire objet d'entrer daos les qaestioBS de qoadratare; aoas lermineroes ce Diémoire 
en remarqaant seoleiiient qoe poar aae sarfaee primitire S fenaée aatoor de Tori- 
Hpne OD a en general, poor ane valear entière qaekonqae de a, 

J^ \ ftp R ft PP/ 

oà Tintegration s'étend sor toate la sorface S. 

Cette relation remarqoable a été coostatée dans qaelqaes cas particaliers, et soas 
d'aatres formes, par plosiears géomètres; entre aatres par Gauss* Caacfay, Poisson » 
Lamé et Tortolini. 

Rome. Féyrìer 1859. 
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NOTE I. 

Sur les figures inverses, 

Qooiqne les propriélés des figares iiiTenes, c'esl-à-dire anx nyons Tecteon réciproques, soient à pre- 
geni bien comiaef, il 7 a pea de Iìttcs oh on les Croore réunies, c'est poar cela que j*ai pensé facUiter la 
lectare da mémoire précédent eD rappelant eD peo de mots les définitions et theorèmes fondameDtanx 
doni je me snis serri . Qaant anx démoostrations , sooTeDt très faeiles , je les indique seolemeDt Hany 
qvelqiies cas; le lecteor, s'il le Teot , tronrera le sii|et traité avec plus d'étendue dans im mémoire de 
M. Stobbs (1) , geometre anglais qui le premier parali avoir propose cette méthode de transformation 
des figures, ou dans le beau mémoire de M. LioaviUe (t) oa dans nn opnscule interresant de M. P. Ser- 
ret (3), on enfln dans mon mémoire sur les snrfaces qni exercent la méme attraction (4). 

i. Si Ut poMt de deux t^tUmn eorrupcndtni detuB à demm de manière pie let poinit m , m' de 
ehofue paire eoieiU en Ugne droiie uvee un paini flxe o, Vorigime, eì à de» dieianee» teltet que 

ON» . om' s eotuiante 

ie» deux tjfttèwtet »*appeUeiA interses par rappart au paini o. 

Selon qne l'ensemble des points de chaqne système forme nne flgnre, une ligne on une surface on 
a des figares, des lignes on des sorfaces inrerses, et leors paini» earreepandani» seront sitoés du mème 
coté de l'origine on de cótés opposés selon qne la constante a nne valeor positiTe 00 negative. Dans le 
mémoire cette constante, designée par k*, est tonjoors positire en sorte qn'on peut la regarder comme 
le carré da nyon d'une sphère (la sphère d'inTorsion) antoar de l'origine. 

t. Enire le» dùtanee» eorreepandante» mn , m'n' de deux figure» in/aeree» an a la relaiion 



om . on 

3. De» points correspondanU de deux figure» inverte» troi» paire» queleonque» »ont tur une méme 
tphire (deux paires queleonque sur une méme circonférence) qui coupé orthogonalement la sphère d'tn- 
vertion. 

A. Let élémenlt corretpondantt de deux lignet ou de deux turfaeet invertet ( et par eonséquent les 
tangentes ou plans tangents en deux points correspondants) foni det anglet égaux atee le rayon vecteur. 

5. Let \iormalet eorretpondantet de deux turfaeet (ou lignes) invertet toni dant un méme pian avec 
le rayon veeleur avec lequel ellet font det anglet égaux. 

Ges deux theorèmes sont des simples corollaires du n? 3 d'où l'on Toit aussi qne deux normales cor- 
respondantes se coupent de manière à furmcr on triangle isocèle , qni a pour base la partie da rayon 
vecteur comprise entre les points correspondants. 

6. Vangle de deux lignet quelconquet qui te coupent ett égal à Vangle det lignet invertet. 

Car ohe , a'b'c' étant deux triangles correspondants, dont les cdtés sont infiniment petite, on déduit 
sans peine du n? 2 que 

ab :bc : ca ^ a'b': Ve': e' a' . 

c'est-à-dire que les deux triangles sont semblables. 

7. Vangle de deux turfaeea à un point queleonque de leur inter»ection e»t égal à Vangle sou» lequel 
le» eurface» inver»e» »e coupent au point €orre»pondant. 

8. Une droite et un pian oni retpeetivement pour inver»e» une circonférence H une sphère pa»»ant 
par Vorigine. 

Du théorème réciproque, qu'il n'est pas nécessaire d'ajooter, on voit sans peine que les projections 
stéréographiques ne sont qu'un cas particulier des figures inverses. 

(1) Philosophical Magaxine, Voi. 23, p. 338; 1843. 

(2) Journal de mathématiqueSt t. XII, p. 265; 1847. 

(3) Des méthodes en Geometrie, par Paul Serret; p. 21: Paris 1855. 

(4) Philosophical Magazine, Voi. 16, p. 163; 1858. 
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9. Vifwene d^une tphére par rappori à un paini emérigur ou UdérUwr ni %%t autretphèrt, H Fin- 
certe d^une eireonfèrenee par rapport à un paini qu€le<mque de eon pian eet , en general , une eireonfìf' 
renee. 

Les centra des deox sphères oa des deax circonférences soni en ligne droite aTec l'orìgine qui est 
éTidemment un de leon centres de similitades. 

10. Vinverte d*une eireonfèrenee par rapport à un point queleonfue de Veepaee ett emeti un* eér- 
eonférenee. 

C*ett ce qn'on Toit sans peine daprès le n! 9 en conndénnt la première eireonfèrenee comme TìAter- 
section de denx sphères. Daprès le n? 3 il est clair, da reste, qoe ces circonférences inTcrses sont sor une 
mème sphère, par conséqnent elles sont ausai des sections anti-parallèles d'un méme cóne qui a rorìgine 
poor sommet. Les denx centres qni ne sont plus en ligne droite avec l'origine se trooTent détenninés par 
le théorème qne voici : 

11. Si à une tphère (A) pattant par Vorigine on eireonterit un e&ne qui la touehe telon une eir- 
eonfèrenee (a), Vinnene (a') de eelte eireonfèrenee aura ton eentre en ligne droite atee Parigine et le eom- 
met du e&ne, 

En effet le sommet da cóne étant le centro d'one sphère (C) qui coape (A) orthogonalement, il ré- 
salte da n? 7, en passant aox sarfaces inTcrses, qne {a') est an grand cercle de la sphère (C) inTerse de 
(C). Mais ces sphères ont leors centres en ligne droite aree l'origine. 

12. Let eerelet oteulateun en deux pahUt eorresponèUmit dei lignee ineertee iont dee eireanfèteneee 
inverte*. 

Par conséquent les positions relatives des centres de coarbure correspondants se trooTont definies en 
general par le n! 11, et c'est seolement qoand ces lignes sont tootes deox planes qoe les centres en qae- 
stion sont en ligne droite aTec l'origine. Il n'est pas nécessaire d'ijoater qoe ces centres ne sont pas des 
points inTcrses. 

13. Pour Ut turfaeet invertet let eentret de eourhtre de deux teetion* narmalet eorreepondantet eant 
en ligne droite avee Vorigine. 

En effet soient (oc) et («i) ces sections normales correspondantes, c'est-à-dire deox secticms qoi aox 
points correspondants m, m' ont les mèmes directions qne celles de deox lignes iuTorses. A la coarbe 
piane (oc) correspondra sor la sorface inverse une coorbe (oc') siloée entièrement sur une sphère (A') qui 
passe par l'orìgine. Cotte courbe sphérique (oc'} aura aTec (oc|) la mème tangente au point m', et poor 
cercle oscolateor (e') en ce point l'inTerse du cercle osculateor {e) de la section normale (a). Mais par 
le théorème de Mounier le centro e' du cercle qni osculo en m' la courbe sphérìque (oc') est la profe- 
ction, sur le pian de ce cercle , du centro de cotirbure Cj de la section normale (oc,), et d*an antro coté 
la normale e^m! touehe évidemment en m' la sphère (A') ; en sorte quo e, est précisément le sommet 
d'un cóne circonscrìt à la sphère (A') selon le cercle (e'), et le théorème actuel derient ainsi un simple 
corollaire du n. 11. Farmi les sections normales au point m il y en aora deox dont les centres de conr- 
bores occoperont des positions extrèmes sor la normale, et les sections correspondantes sor la sorface in- 
Terse jouiront érìdemment de la méme proprìété; mais ce sont des sections principales dono : 

14. Vinverte de ehaque ligne de eourbure d^une lurfaee ett autti une ligne de eour^we de la tur- 
face inverte. 

Ce théorème, qni se présente ici comme corollaire d'un autre plus general, se déduit très ùicilement, 
au moyen du n? 7, da théorème bien conno de Dapin sor les sorfaces orthogonales. Il sera facile de 
moltiplier ces théorèmes, mab ceox dejà donnés soffiront poor notre objet. Les relations métrìqoes entro 
les rayons de cooriiore se trooTont déreloppées dans le mémoire memo. 
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NOTE II. 



SoU 



u rs f{x, y, X, a, b, . .» . l) 

ax*+ilf^-\-ea^ + Uxy+2iXM + tfys+igsB + SAy + 2Jb + < » (Z) 

réquation generale d'une sarface l da second ordre. Désignons par P le déterminant 

a d e g 

p^ ^« * r * 

*" «I A « * 
y, *, *i l 

oii le» élémenU conjugués d, d, ; e, «i ; . . . sont éganx. Soit, de plus, 

u' « F(a?, y, «, a', *' r) « (2') 

l'cquation de la réciproque polaire de Z par rapport à la sphère imaginaire 

ou, ce qui revient au méme, TeuTeloppe du pian 

«'« + y'y + «'^ + * — , 
quand x, y, x sont des coordonnées d'un point de la surface z. On sait que 

._dP .,_dP^ ^ dP__dP ., _dP 

"•"di' *~dr ^ àf " 2^ '"ir* 

Pouf avoir l'équation de la réciproque polaire de Z par rapport à la sphère réelle repréaentée par 

«• + y» + «* = **, 

on n'a qu'à mettre *~ "p* f " "^ * "^ "n* '^^ ^^ de a;, y, i dans l'équation «' » ainsi trouvée. 

Si l'origine est au centro d'une dea surfaces, on constate facilement que Z et Z' sont toiq'ours concen- 
triques et de méme espèce , et que dans ce cas leurs axes principanx ont les mémes directions et des 
▼aleurs réciproques. 

De méme si on représente par 

«' sa'«* + S6'«y + eV + 8d'dr+S«'y4-^ «0, 

la réciproque polaire, par rapport au cerde imaginaire 

de la conique qui a pour équation 

V a a«> + Stoy 4- ey> 4- Sd« + i<y + ^ « , 

et si on designo par P le déterminant 

a è d 

bi e e 
à, H f 



où 6 a d| , tf s tfj , « s «I , on aura 



dP 



d» 



dP dP 

W, ^ IT' 

si la première coniqoe a son ccntre à l'origina, onatfaifasO, et en méme temps df ^ •' 
en sorte que les deus équations derienent 



0: 
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ae — b* 
u «5 ci^— tbxy + «y* T 5: — = , 

ktqoelles représentent évidemment deux coniqaes concentrìqaes de mème espèce doni les axes ont méines 

directions et Taleun réciproques. En mettant p , ^ au liea de x, y dans la demière de ces 

éqaatioDf, 00 trooTe poar la réciproqae polaire de la première conique («), par rapport au cercle rèe! 

** + y' = *' . 
réquation 

oc — b"*' 

u = ex» — Thxy + ay' -\ — *^ = , 

doni il etl qnestioo ao n? 85 do méoiotre. 

NOTE III. 

5 - b;. « + b;. 5 + bL' « + B^, e 

«,= ci. " + c'„ 5 + c;; fl + c^i ? 



Lea éqiutioos 



(«) 



étant établiet pour dea valeura positives de n. il y a qaatre méthodes différentes pour arriver aux for- 
malea analogaes pour les dérivées négatives. De ces qnatre méthoues celle donnée aa n? 31, qui fait ?oir 
qa*on peut changer n en — n dans ces formules, est la plus courte et la plus simple; en sorte que , re- 
gardées comme demonstrations de la généralité des formules (a), les trois autres méthodes seraient su- 
perflaes. Mais cette généralité étant admise ces méthodes ménent à des relations entres les coeflBcients 

Aa , Bi» plus ou moins diflciles à vérifier directement, qui peavent ètre utiles. C*est pour cela 

que je vaia les indìquer en p^a de mots. 

1? La surface S étant éndemment la dérivée négati?e do rang n de la sorface S^ on arriverà aux 
formoles dont il s'agit en résolvant les éqoations (a) par rapport a w, S, n, {;. Pour cela désignons par 
D^ le déterminant 



.AL 



ff 



^«•♦-1 



B, 



B 



A. 



» A-, 



B 

C 



B 



*4-l 



II 



des éqoations (a). Si ao moyen des formules (33), (34) do n? 29 on exprime toos les éléments de D„ en 



fonction de A^ , bJ , C) on reconnaltra sana peine qoe 



D.— j;. 



a' a' a' a' 
B«-f > B„^i , B^ , B,^4 

a' a' a' a' 



iw.» 
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Mais, comme nous avons vu au n! 29, cbacune des A| , B/ , C) satisrait à une relation de la forme 

AU«-4^iALi + 2(ì + «i4)AL--¥.aUi +AUf = 0; 

d'où il résulte, par un théorème élémentaire, qne 

a' a' a' a' 

B«-»-l » B^j , B^ , Bf^i 



D, = 



4vJ 



'»4-4 



D 



«-»-l 



a' a' a' a' 

La Taleur de Dn est donc constante, quelqae soit n ; da reste poar n a 1 cette valeur est TÙiblement 
égale à Tunité^ par conséquent dans tous les cas 

D« =.1. 

Cela étant, la solution des équations (a), en admettant leur genera lite, donne 

dD„ -(„ dD„ _„(/) dD, 



dAi') 



= A**' 



dBi:' 



=»__, . . . 



dA. 



• • • • 



fl-4<| 



équations qui, vérifiées directement. fourniraient une démonstration de la généralité en question ; mais 
cette Térification, quoique elle n'offre pas de difBculté, est un peu pénible. 

2? Soit S' la réciproque polaire de S, on sait par les principes du n". 4 que S« aura pour réciproque 
polaire la déri?ée negative S'-n . D*un autre coté si on designe par u'.^ , ^'.^ ... les quantités qui 
pour la surface S'~n correspondent à w» , U • • • • de sa réciproque polaire S« les formiUes da n! 26 
donneront, pour une valeur qnelconque de n , 

«« = ?'-« , 5« = — 1*1 5'-« + »'-« , Vn =^^l 5'-* + 1*1 »'-« » Vm = »'-« . 

Au moyen de ces valeurs on obtient facilement des équations (a) les expressions de w'-^i , i'-n .... 

en fonction de u' , ^' ; expressions qui doivent étre identiques avec celles qu* on obtien- 

drait directement des mèmes^ équations (a) en y mettant — n au lieu de n. De cette identité on déduit 

des nouvelles valeurs de A^ , B^^^ .... en fonction de A^'^ , B^'^ .... : valeurs qui peuvent étre 

vérifiées facilement au moyen des formules (37), (38), (39) du n! 31, si toutefois on veut constater de 
cette manière la généralité des équations (a). 

3! Si S et S', au lieu d'étre des réciproques polaires, étaient des surfaces inverte» on aurait par les 
formules du n! 23, pour chaque valeur de n, 

w„ = «'-« , 5„ = — 2»'^ — l'n , J0« = — 4i*i «'_^ — »}'-« , 5« = 4fix w'_^ + 2fl'-« + i^'^ . 

En se servant de ces valeurs de la manière déjà expliquée on obtiendra une nouvelle sèrie d*expres- 
sions de A^" , B^'^ . . . . en fonctions linéaires de A^'^ , B(') ..... 

Enfin de l'identité de ces trois systèmes de valeurs on obtiendra une foule d'autres relations entre 
les coefficients A^'^ ^ B^'^ .... eux-mémes. Ces relations pourraient étre utiles dans quelques que- 
stions, mais comme je ne m'en suis pas servi je les sopprime. 
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SUR LA SURFACE 

QUI EST L'ENVELOPPE DE8 PLANS CONDUITS PAR LES POINTS DUN BLUFSOÌDE 
PERPENDICULAIREIfENT AUX RATONS MENÉS PAR LE GBNTRS. 

PAR M. A. GATLET. 

(traduction par l'auteur d'une ménioire présente à la Société Royale de Lonares 

le 22 Fevrìer 1858.) 



La considératioD de la surface doni il s'agit me fui suggérée , il y a qoelques 
années par le Prof. Slokes, mais il convieni de remarquer que la coorbe enyeloppe des 
droites menées par les poinU d*une ellipse perpendiculaires aux rayons conduits par 
le cenlre, est mentionnée en passant dans le mémoire de H. Tortolini Sulle rdaiio- 
ni ec. TortolirU, Annali, Tom. VI. pp. 433-446, 1855 (voir p. 461), où il trouve 
que réqoation de la courbe est 

[4(a*-|-M— a^y) - 3(aVH. 6V) f 
« [9a"(26*— a*)«'4- 96'(2a'— b*)y^ — 4(a»4- 6*)(2a»— 6')(26»— o*) ]% 

équation qui était trouvée en égalant à zèro le discriminant d*une fonction quadrati- 
que. L*auteur remarque que oette équation fut trouvée par lui en 1846 dans la Rac- 
colta Scientifica di Romas et il remarque que la courbe est connue sous le nom de 
la courbe de Talbot. 

Selon ma méthode l'équatìon de la courbe est trouvée en égalant a zèro le di- 
scrjminant d*une fonction cubique, et l'équation de la surface est trouvée en égalant 
à zèro le discriminant d'une fonction quadratique. Et comme on a besoin de la courbe 
pour la discussion de la surface, je commence par la considération de la courbe. 

On voit sans peine qu'en s*imaginant un cetcìe passant par le centre de Tellipse et 
touchant Tellipse k l'un quelconque de ses points, le point correspondant de la courbe 
est situé à Textremité du diamètre du cercle, lequel diamètre ^asse par le centre de 
Tellipse, ou ce qui est la méme chose (prenant pour orìgine le centre de Tellipse) les 
coordonnées du point de la courbe sont respectivement les doubles des coordonnées 
du centre du cercle. Prenez X, Y pour les cordonnées du point de Tellipse, et a;, y 
pourceux du point de la courbe, Téquation de Tellipse sera 

X^ Y" 

a' '^ F"^ 

et de la construction géométrique doni je vìens de parler on obtient sans peine 
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« = X (a - i- (X'+ Y')) . y = Y (a - i. (X»+ Y')) 

les qnelles soot les expression de x, y en X, Y. 

Ces expressions font voir que les poinU selon lesquels TeUipse est coupée par le 
cercle X*-|- Y*= 2a* (c'esl-à-dire les points 

(ft*— o»)X*= a*(6*— 2a») , (6*- a')Y"= aV, 

qui soni des points imaginaires de Tellipse) donnenl poar la coarbe des points doables 
sur l'axe des Y (ces points sont toujours imaginaires ) et de méme les points selon 
lesquels l'ellipse est coupée par le cercle X'H- Y'=s 2&* (c'est-à-dire les points 

(a* - Ò')X*= a*b^ , (o»- 6»)Y»= ^*(a»— 26*) , 

qui sont des points réels de Fellipse en supposant a' ^ 26*) donnent pour la courbe 
des points doubles sur l'axe des X. Les coordonnées de ces points doubles sont don- 
nées par a*x*= 46*(a* — 6*), y* = 0, et elles sont ainsi réelles, soit pour a*< 26*, 
soit par a* ^ 26*, mais dans le primier cas, les points doubles sont des points con* 
jugués. 

En formant les équations 

dx= U^ ^(3X*4- Y*) W - ?^ dY = , 

dy=- ^dX+(2~l-(X»-H3Y*)W=0 
et en éliminanl dX, dY, ce qui donne l'équation 

(a - i (3X«+ Y'))(a - i, (X'+ 3Y»))- ^ =- 
laquelle au moyen de l'équation de l'ellipse se réduit à 

- 2(X«-H Y')(i H-^)4- 3(X>+ YT^,= 0. 

On voit que les points de l'ellipse lesquels donnent lieu à des points de rebrousse- 
ment de la courbe doivent étre situés sur la courbe donnée par l'équation demiére- 
ment mentionnée. Cette équation se divise en deux facteurs; l'équation X*-+-Y*=0 

n*h^ A*fc* 

combinée avec l'équation de l'ellipse donne les poinU X*= r—rà . Y*= . » 

a — 6 a*-~6* 

lesquels soni des points imaginaires de l'ellipse. — Mais on peut se convaincre sans 
peine que ces points ne donnent pas Ueu à des poinU de rebroussement de la courbe. 

Tom. II. N! 3. 1S59. 22 
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L*autre facteur savoir X*-f- Y*= - (a*-|- ^') , combine avec l'équation de Tellipse 

«s 

donne Ics poinls 

lesqueis pour a* ^ 2^ soni des poinU réels de Tellipse, et qui donnent lieu a des 
poinls de rebroussemenl de la courbe. On trouve alors pour les coordonnées des poinls 
de rebroussemenl 

(a'- 6")aV = ^ (2a'- 6*)^ (^*- a>)6V= A (26»- a»)' 

lesqueis soni aussi des poinls réels par a* ^ 2ò*. 

On Irouve sans peine les poinls dans lesqueis la courbe coupé l'ellipse; en effel 
ces poinls se dérivenl des poinls où Tellipse esl coupée par le cercle 

lesqueis soni des poinls réels de Tellipse si a* > 26', el les coordonnées soni données 
par 

(a*— 6*)X*= a*6*(2a»— 6') , (6^— o^)Y*= a'6*(26*- a*) 

delà on oblient pour les coordonnées des poinls où l'ellipse esl coupée par la courbe 

(a«-f. 6')'{a'- 6V= o*6*(2a'- b^)^ , (a*-+- 6*)'(6'— aV= a*6»(26*-a')3 

lesqueis soni de méme des poinls réels si a* >2b^, A présenl il esl facile d'aper- 
cevoir la forme de la courbe; en effel on voil d*abord que la courbe est symélrì- 
que par rapporl à chacune des deux axes et qu'elle toucbe l'ellipse aux exlremilées 
des deux axes : pendant que a'-<26' ( c'esl-à-dire pendant que l'ellipse n'esl pas 
trop excentrique) la courbe esl une ovale siluée enliéremenl en dedans de l'ellipse. 
Seulement il y a deux poinls conjugués sur Taxe de x. En supposant a*= 26* od 
n'a plus les deux poinls conjugués , mais l'apparence de la courbe n'esl pas aulre- 
inent changée; cependanl les poinls aux extremités de Taxe majeur de l'ellipse soni 
ici des poinls singuliers d'une espèce parliculiére. Car cbacun de ces poinls est forme 
par l'union, el l'amalgamation de deux poinls de rebroussemenl el d'uà point doublé. 
Mais pour a* ^ 26' la forme de la courbe esl enliéremenl cbangée : aux extremités 
de Taxe majeur, la courbe esl siluée en debors de l'ellipse, avec sa convexité dans 
le sens oppose a celle de l'ellipse; la courbe va de cbaque cóle jusqu'à un point de 
rebroussemenl où elle change le direction , el puis elle coupé l'ellipse , coupé aussi 
Paxe majeur dans un point au dedans de l'ellipse (ce point est l'inlerseclion de 
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deux branches de la courbe, et ainsi un point doublé), et enfin la courbe arrive à 
i*extrémilé de l'axe mineur ou elle se réunit avec la branche située de Tautre còlè de 
l'axe mineur; la conslruction geometrique par poìnls donne le moyen de Iracer la courbe 
avec exaclitude; et dans le cas a* ^ 26' on pourrait aussi par les valeurs ci-devant 
données pour les coordonnées conslruire les points doubles, et les points de rebrousse- 
ment. Pour trouver l'équatìon de la courbe il faut éliminer X, Y entre Téquation de 
Tellipse, et les éqnations trouvées pour Xy y; pour faire cela j'écrìs X*-f* Y*=9, on 
a alors 

.= X(2-^), !,= y(2_^). 
et l'équatìon X'+ Y'= , et l'équation de Tellipse donne alors 
^ = 7 -nr. -4- -7 TTà » * = 



entre lesquelles il faut éliminer -, en multipliant la première équation par 2, et la 
seconde équation par — et en ajoutant, on trouve 



0=^ 



0* B 

2--^ 2-^ 

et la seconde équation est Téquation dérivée de celle-ci par rapport k 0; c'est-à-dire 
l'équation de la courbe sera trouvée en éliminant $ entre cette équation et sa derivée 
par rapport k e : en ecartanl les dénominateurs, l'équation devienl 

e'- fl»(2a*H. 2Ò*) 4- 0(aV-|- ^v*4- 4a*6*) — 2a*ò»(«*4- y*) = 

et le discriminant de cette fonction cubique de 6, égaié a zèro donne l'équation de 
la courbe. 

Je represente la fonction cubique par 

(A, B, C, D)(0, 1)5 
de manière que 

A = 1 

B = ~|(a»H.6") 

C = \ (aV^. bY -f- 4aV) 

D = - 2aV(aj*-|- y>) . 

En represenUnt le discriminant par Q , dans le cas actuel où A = 1 , il sera con- 
ventble de se servir de la forme 
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A*a = 4(AC -^ B*)'— (3AEC — A*D- 28')*=: 0. 



Od a 

9 



AC - B»« \ (3aV4- 3^y*— 4«*4- 4a»6*-. 4M) 



AD - BC = I [ (a»- 8^) aV^- (ft*- 8a*) òy^- 4(0*4- 6V^ ] 

BD-C»= - |[a*««4-2a»òV/-f-*y-4(if4-3*VM«»-4(ò*4-3a»)o*My* 

-I- i6a*M] , 
et de la 

3AEC — A*D — 2B5= 2B(AC - B*)- A(AD — BC) 

= - ^9(a*- 2òV«*H- «(^- 2o>V- 8a«4- 12a*ft*H-i2a*M— 8M] , 

et l'équation de la coorbe est ainsi trouvée sous la forme 

(3o»aj* H- 3^*y*- 4a*H- 4a*6*— 4**)' 

4- [9(a*— 2ò*)oV-+- 9(6"— 2o*)òy— 8a«H. i2aV4- i2a»M- 80^]*= 

laqueile est en effet la fonne ci-devant mentionnée : j'ajoute que Ton trouverait les 
expressions dejà données pour les coordonnées des points de rebroussement en égalant 
àzèro les deus fonctions quadratiques qui entrent dans Téquation. 

Je considère à present la surface qui est Fenveioppe des plans menés par les 
points d*une ellipsolde perpendiculaires aux rayons conduits par le centre. En s*imaginant 
une sphère qui passe par le centre de l'ellipsoìde et touche l'ellipsoìde dans l'un quel- 
conque de ses points , le point correspondant de la surface sera à Textrémité d*un 
diamètre de la sphère» lequel diamètre passe par le centre de l'ellipsoìde : ou ce qui 
est la mème chose (prenant le centre de Tellipsoide pour origine) les coordonnées da 
point de la surface sont respectivement les doubles des coordonnées du centre de 
la sphère. Prenez X, Y, Z pour les coordonnées du point de Tellipsoide, et «, y, % 
pour les coordonnées du point de la surface, Téquation de Tellipsoide sera 

X* Y» Z» 

a* e 

et la cbnstruction qui vieni d'étre mentionnée donne 

05 - Xr2 - i. (XV Y'H-Z*)'! , y -= Yr2 - jL(X»4- Y'-h Z")l , 

» = Zr2 - ^(X«H- Y"4- Z")] 
pour les expressions de x, y, % en fonction de X» Y, Z. 
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La discussion de la siirface peni étre effeeloée an moyen de ees exprenìons. D 
y a un assez grand nombre de différentes foniies de la sorfaee; mais le seni eas que 
je vaia considérer (lequél appmremment est celai qui présente le plus grand nombre 
des singularités réelles) est le eas où a* >> 2^, b* >• 20*; en effet dans ce cas, les 
courbes du sixième ordre, on sextiqnes, correspondantes aox sections principales de 
l'ellipsoide ont chacune des points donbles et des points de rebroussement. 

Les courbes selon lesquelles Fellipsoide est coupée par les sphéres concentriques 

X*-f- Y»-f. Z*=: 2a* , X*-f- Y*-f- Z*= 2Ò» , X*4- Y»-f- Z»= e» 

donnent lieu dans la surface à des courbes Nodales (courbes doubles) dans les plans 

yZf %Xf xy respectivement. La première des ces courbes d'intersection, et la courbe 

nodale dans le pian de zy qui y correspond sont Fune et Taulre imaginaires : les 

deux autres courbes d'intersection et les courbes nodales dans les plans de ax et xy 

qui y correspondent soni réelles; la courbe selon laquelle rdlipsoYde est coupée par 

la sphère 

X*H- Y*H- Z*= 2Ò*; 

laquelle courbe est une espèce d'ovale autour de Textrémité de Taxe le plus grand 
de rellipsoì'de (il va sans dire que les ovales dont je parie sont des courbes à dou- 
blé courbure) cette courbe d'intersection, je dis, donne lieu à une courbe nodale hy- 
perbolique sur le pian de ZX. Pour en trouver Téquation on a 

et de là en éliminant X» Y, Z où trouve 

aV _ c^* _ 
4ò"(a*- ò") Wib'— e*) "" ' 

pour réquation de la courbe nodale hyperbolique dans le pian de %x; on s'assure 
sans peine que cette courbe passe par les points doubles de la courbe sextique dans 
le pian de xy. 

De méme la conrbe selon laquelle Tellipsoide est coupée par la sphère 

X«-^ YV Z*= 2c*; 

laquelle courbe est une espèce d'ovale autour de l'extremité de l'axe le plus petit, 
donne lieu à une courbe nodale elliplique dans le pian de o^, et on a d'une ma- 
nière semblable 

4^-(fl>_ e») 4c*(6»- e*) ^ 
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ponr l'éqnation de eelle eourbe nodale eUiplique daiM le pian de xy: eeile eourbe 
pMie par les poinU doubles dea courbea aextMpiea dana lea planB de fs el ay re- 
apeelWeiBent. La aeeiioo de h aurface par un pian prineipal de fdlipacri^ est eoni- 
poaée de h eourbe aexliqoe donnée par la seeiioo prinetpale de Tdlipaolde el de h 
eourbe nodale (ellipee hyperbole, oa eonique imaginaire) eoosidérée eomme deox eo- 
niqnes eoineidentea; lea secUons principales de h sorface aonl ainsi dea eonrbea de 
l'orde 10 et (ce qui aera mootré pina complètement dana la ainte) la sorfiMe elle 
mème est de l'ordre 10. 

A preaent je yais ebereher la eourbe sor Tellipaoìde laqnelle donne liea à une 
eourbe aupidaie (eourbe de rebroosaement) sor h sorfaee. Poor eela je forme les 
éqoationB : 



d« = [a - ^(3X*-h r-f- z*)1dx - ?HdY -^Miz = o 
df= -l^dX-f-Ta-i- (XV 3Y»4- z*)1dY - ?p.dz = 



- ^ dY 4- Fa - p-(X'->- Y*-h Z*)1dZ = 



ds= -?^dX 

et en eliniinant dX, dY, dZ et rédoisant au moyen de l'équatioD de l'eDipooide on 
troaye 

-h3(x*4- r^- ZT^i^ = 0, 

ItfoeDe est réqoalion d'one sorface do qoalrìéme ordre qoì eoope rdlipsotde aoiYant 
one eoorbe qoi donne lieo à one eoorbe cospidale sor h sorfaee. La eoorbe aor l'el- 
l^aoìde reoeoatre ebaeone dea seetioos prineipalea dans lea poinls qoi donnent lieo è 
h eovbe aezUqoe qoì eorrespondt à h aeetion principale , et dana lea points aelon 
leaqoeb h aeetion principale est coopée par h eoorbe qoi donne lieo k one eoorbe 
nodale: ainsi les points d'inlerseetion de la sotCmc do qoatrìéae ordre airee h se- 

X* Z* 

ction principale -r + -r = if ^ =^0 aont lea points d'interseetion de cette ellipse 

Q C 

STec lea coorbes 

X*4-Z'=|(4i»-hc*) et X*-hZ*=2*» 
lesqoeb points sont réeb; les poinls dlmeraection avec la aeetion principale 
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b e 

sont les points d'interseciion de celle ellipse avec le eercle 

lesquels poìnìs soni rééìs, et avec le eercle 

lesquels points sont imaginaires; les poinls d'interseciion avec la seclion principale 

X* Y* 

a b 

soni les poinls d'inlerseclion de celle ellipse avec le eercle 

X*-f- Y»= I (a'4- 6*), 

lesquels poinls soni réels, el avec le eercle 

XV Y"= 2c* 

lesqueb poinls sont imaginaires. La courbe sur Tellipsoide qui donne lieu à la courbe 
cuspidale rencontre les courbes sur l'ellipsoide qui donnent lieu aux courbes nodales, 
seulemenl dans les points ou ces dernières courbes soni renconlrées par les sections 
principales respeclivemenl; el les points ou cela arrive sont des poinls de coniaci des 
courbes doni il s*agil; les seuls poinls réeb de coniaci soni les poinls où la seclion 
principale 

a e 
est coupée par le eercle X'-hZ*= 2i>*. Pour fixer les idées je suppose a' 4-6*>>3ò% 

on a alors 2ò <-^(<i -¥- b^) el les poinls doni je viens de parler soni silués plus 

près des exlrémités de Taxe le plus petit que ne soni les poinls ou celle méme el- 
lipse est coupée par le eercle 

XVZ»=|(a»-hc'). 

La courbe sur l'ellipsoide que donne lieu a la courbe cuspidale est composée de deux 
paires d'ovales : les ovales de Fune de ces paires sont siluées, aulour des exlrémités 
de Taxe le plus petit, el les ovales de l'aulre paire aulour des exlrémités de Faxe 
le plus grand ; et par la remarque dejà faite , les ovals de la première paire tou- 
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chenl la coorbe sar FelUpsoìde qui donnent liea à It courbe hyperboliqne nodale, les 
eoordoonéea dea poinU de contaci etani donnea par 

^4-^ = 1, X*4-Y*«2*", Y = 0, 

a e 

Ica coordonnéea dea pointa correapondanta aor la aurface aoni donnea par 

a^a'-- e*) ' ^ cV^^^T') 

Noua avona juaqu'ici parie de la courbe nodale hyperboliqne comme etani une hy- 
perbole complète, maia il convieni de remarquer que la courbe réelle entière aur Tel- 
lipaoYde ne donne lieu qu*à dea parties finies de cette hyperbole , savoir les partiea 
finioa compriaea entre lea pointa doni je viens de donner les coordonnéea, et pour cea 
partiea de rhyperbole la courbe nodale est une courbe nodale propremeni dite, savoir 
il y a pour la courbe deux nappes réelles, mais pour les autres points de Thyperbole 
il n*y a aucune nappe réelle de la surface, ou autrement dit , la courbe nodale eai 
une courbe conjuguée: les points doni il s'agii (leaquels pour plus de commodité je 
vais appeller lea points critiquea *) seront évidemmeni des points cuspidala aur la 
courbe nodale (c'eat-à-dire des points ou les deux plana iangenis deviennent identi- 
ques). Mais ces points soni ici des points d*une singularité plus élevée, savoir ila 
aoni des points de rebroussement sur la courbe cuspidale, et de plus la courbe no- 
dale hyperbolique, la courbe cuspidale, et la courbe aextique dans le pian xx oni à 
ohaoun de ces points une tangente commune. Car comme je Pai auparavani meniionné, 
les courbes sur rellipaoYde qui donnent lieu à la courbe nodale hyperbolique et la courbe 
cuspidale reapeciivement, ae touchent Fune l'autre aux points qui donnent lieu aux points 
oritìques; de là il suit que la courbe nodale hyperbolique, et la courbe cuspidale se toucheni 
Fune l'autre aux points critiques, et par cela seulement que la tangente de la courbe 
cuapidale eai, à l'nn quelconque des points critiques, dana le pian de zx, ( puiaque 
la courbe cuapidale eat aymélrique par rapport à ce pian) on voit que le poinicrì- 
iique aera un point de rebroussement sur la courbe cuspidale. Il ne reaie qu'à mon- 
trer que la courbe nodale hyperbolique, et la courbe aextique oni une tangente com- 
mune au point critique. La tangente de la courbe nodale hyperbolique eai donnée 
par réquaiion 

a*xéx ^ c*% da 

ou 



*) DtBi le néoMÌre anclais j*ai dit • pointi of cener • ce qui était un terme plus ezprestif A. C. 
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« = xfs - ^ (X*+ Y»+ Z')l , «=. zfa - ^ (X*+ Y'+ l') 1 , 

et ìL + %.=\, V-^V^W, Y=0, 
a e 

€*69t-à-dlre qne Ton a 

a e 

et réqaation devient aiosi Xd« + Zdx = » ce qui faìt voir que la tangente est 
perpendicidaire an rayon mene par le centre de l'ellipsolde au point qui donne lieu au 
point crìtiquey c*e8t-à-dire que la tangente de la conrbe nodale hyperbolique coincide avee 
ceUe de la courbe aextique dans le pian de %x. Et Fon pcut à présent expliquer 
plus partiòulièrement la forme de la courbe cuspidale (le cas dont il s'agit est celui 
où l'on a non seulement a' >> 2ò', h* >> 2c* mais aussi a* + e* ^ 3ò* ) en effet 
la courbe cuspidale est composée en premier lieu de deux ovales on forme d'ceil 
(•0>) situés symétriquement de chaque coté du pian de o^, et qui passent par 
les points critiques » et les points de rebroussement de la courbe sextique dans le 
pian de tf% , et en second lieu de deux ovales ordinaires situés symétriquement de 
cbaque coté du pian de yz, et qui passent par les points de rebroussement des cour- 
bes sextiques dans les plans de xy et %x respectivement : touts les ovales dont il 
3*agit étant, il va sans dire, des courbes à doublé courbure. Les relations des dif- 
férentes courbes sur l'ellipsoide seront mieux comprises au moyen de la figure 1\ où 
les secUons principales de Tellipsoide sont tracées non pas en perspective, mais dé- 
veloppées sur le pian de la figure, et les courbes qui donnent lieu aux courbes no- 
dales et cuspidales respectivement sont seulement marquées par des courbes menées 
par les points dans les sections principales par lesquels points passent respectivement 
les courbes dont il s'agit. On aura une idée de la forme de la surface au moyen de 
la figure 2* (laquelle est dessinée en perspective orthogonale au moyen de la première 
figure) et qui fait voir la forme des sections principales de la surface (y eompris les 
courbes nodales) et la forme de la courbe cuspidale. Les numeros et lettres dans les 
deux figures font voir quels points des différentes courbes sur l'ellipsoide donnent 
lieu respectivement aux points des différentes courbes sur la surface. En particulier 
il convient de remarquer que dans la figure 1*. le point 4 qui donne lieu à un poinl 
critique est situé enlre les poinls 3 et 5 qui donnent lieu respectivement au point 
doublé et au point de rebroussement de la courbe sextique dans le pian de «x, et 
cela fait voir très évidemment dans quelle partie de la courbe sextique est située 
le point critique, où cette courbe est touchée par la courbe nodale byperbolique. Je 

Tom. II. N: 3. 1859. 23 
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n*ai pas cherché a dessiner d'auires sections de la surface , eela donnerait Irop de 
compUcation è la figure, et il serait encore plus difficile d*apercevoir la forme de la 
surface, laquelle peut à peine étre représentée si non par une modèle, on au moins 
une stéréographie. On peut trouver Téquation de la surface de la méme manière que 
eelk de la courbe sextique, a savoir il faut eliminer X» Y, Z entre Téquation 



et les» équationa 



X* Y* V 



a? = X Fa - 1. (X»-f- Y*4- Z*)l 
tf = yPì - ^(X*-f- Y«^- Z*)l 

X = zr2 - 1 (x*-f- Y*-+- zn] 



qui donneni les points de la surface. 

En écrìvant 5= X*-f- Y*-|-Z* on trouve 



«' y* »' 



et en muitipfiant la seconde équation par ^^ et la première équation par — ^ et eie 
a^ontant on trouve 

«* !r* »* 



2-4 2-i. 'L-t 

laquelle a pour dérivée par rapport à 9, la seconde équation. dette équation peot 
s*écrire 

«4_ 2<a*-f- V'-^ O^-f- [4(5V-h cV4- a^V) -f- aV4- V^^ cVJfl* 
-h [- 8a»òV- 2(òV e)a^x^-' 2(cV a*)5V- 2(a'-f- 6*)c»x»]a 
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et réqaatìon de la surface sera Irouvée en égalanl à zèro le dìscrimioant de celle 
fonction de 9. En représentant réqualion par 

i (A, B, C, D, E)(fl , !)♦ = 

on aura 

A = 6 

B = ~ 3(aV b*-^ e*) 

C = 4(òV-4- c*a*4- aV) H- aV-h òV-f- c*x* 

D = — 12a'òV- 3(ft*H- c*)a'x*'- 3(c*4- a*)ò*j*— 3(aV 6")cV 

E = 24a"òV(a5*-+- yV x") 

et réqualion de la surface sera 

(AE — 4BD -f- 3C*)'— 27(ACE -f- 2BCD - AD»— B»E — C^)*= 0. 

Il convieni de remarquer que C^, qui serail du douziéme ordre en x^ y, % n'enlre 
pas dans l'équation , el que lous les autres lermes soni au plus de Fordre 10 » la 
surface esl donc (comme j'ai dejà remarqué) de Tordre 10. Il ne m'a pas pam né- 
cessaire de dévélopper plus complèlemenl l'équation. (*) 

(*) Mi sia lecito di richiamare qui per un'istante in seguito alla bella, ed elegante Memoria delHil- 
lustre Geometra, come più volte questa superficie di decimo ordine derivata dalFeUIssoide sìa stato fin 
da molti anni per me il soggetto di ricerche relativo al calcolo integrale per ciò che riguarda special- 
mente la sua quadratura dipendente da trascendenti ellittici di prima, e seconda specie; così in un breve 
articolo inserito nella Raccolta Scientifica di Roma Anno 8! N! 9 in data del 8 Aprile 1846 ritrovai le 
coordinate della nuova superficie in funiione delle coordinate corrispondenti deirellissoide, e determinai 
ancora l'integrale definito duplicato di forma razionale per la quadratura della stessa superficie : più 
estesamente mi occupai dello stesso argomento in una Memoria inserita nel tom. 34? del Sig. Creile in 
data 15 Aprile 184& più completamente poi risolvei la stessa questione in altro articolo pubblicato nel- 
la citata RaeeeUa Scientifica dello stesso Anno 2? N? 81 con la data del 83 Ottobre 184t. Infine ripresi 
a risolvere lo stesso problema con altri metodi in una Memoria Sulla riduzione di alcuni infiali defi- 
niti ai tratcendenti ellittici inserita pel mese di Agosto e Settembre 1848 nel giornale arcadico di Roma, 
e precisamente nel N! 18 e seguenti. Sovente ancora nei privati miei studii tentai di giungere all'equa- 
zione algebrica della superficie, il che dipendeva da un'eliminarione, ma proponendomi la questione sotto 
un'aspetto complicato, mi trovava arrestato dalla lunghezza dei Calcoli. U maraviglioso ripiego analitico 
ritrovato dal Sig. Cayley riduce quest'eliminazione ad una simplicità inaspettata, e rende inutile qualun- 
que altra ricerca, che si volesse intraprendere sullo stesso soletto. Termino questa breve nota col fare 
i miei distinti ringraziamenti al chiarissimo Autore , che si è compiaciuto dietro un mio suggerimento 
comunicatogli dal Sig. D. Hirst fare la traduzione della Memoria per essere inserita negli Annali. 

B. T. 
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1 1 

19. Si noofl ajouloni Teff oonrbiires — « — deff deax aections nonnales menée» 

Po P* 

? 

rane tangentiellemeiit, l'autre normalement à la couiiie <f = const., nona anrons la 
valeur constante de la somme dea oourbiires de denx seetiona normalea perpeodien- 
laìres l'mie è l'autre. Dana le caa actoel oà il a'agit d'one anrface peu dìfférenle d'une 
aphéfe, je dia qoe la moitié de cette aomme n'eat autre chose que ce que M'. Gama 
a appelé la courbnre de la aorface, c'est4-dire h moyenne géométrìqne dea deus coiir- 

1 1 

borea principales. En effet si on appelle -^ et ^ lea denx coarbnrea, il est daìr 

qae la différence 

est mie quantité de Tordre a* et par conseqiient négligeable. Ainai K étant la coor- 
bure de la snrface, on a 

«. , /d«\ «UPJ, «/d*ii\ 

On peot établir ce demier résoHat directement. En effei d'apréa mne formale de 
M'. Gauss» si l'on appelle 

d«*= E dtt*-|. Gdn* 

le carré de l'élement d'une aurface en fonction de deux variablea independantea u ec 
v on trouve pour le carré de la courbure 



K = 1 — Olfo-f- 



hK 4E 



1 I E dE dG /dCy . p dE dG /dEV ^<PE dH}\ j 
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dans le cas d'une surface pea differente d'une sphère on a en (esani «=^9, v^^ 

E*-il4-2att, G = (l+ 2«tf)8in*d 
dono» en substitnanl, on trouve 



1 



'-('--m^HwìM) 



Gette formule revienl éTidemment en négligeant le carré de « à eelle qui a été trouvée 

plus haut. 

1 

Si l'on mulliplie -^^r P^r la valeur (1 + 2aUo)sin B^ é9o <i?o àe Télement d^o 

liK 

de la surface, il vieni pour la valeur sphérique de eet élémenl 



4' -[sm)AS)M]) 



d<r'o = sin 0^ dO, 
ou bien en posanl cos = fx > 

el en intégranl les deux membres, de manière à avoir la valeur sphérique de tonte 
la surface donnée» on a 

//d^'o =^ *w. 

On vérifie ainsi pour le cas d'une surface peu differente de la sphère le Ihéorème 
general qui a été démontré pour la première fois par (Hindes Rodrigues et d'après 
lequel la somme des valeurs sphériques des diffiérents éléments superficiels d'une sur- 
face fermée quelconque» est égale à la surface de la sphère qui a 1 pour rayon. 

20. Nous terminerons par la détermination des éléments de la Loxodromie, en 
supposant toujours à la terre la forme d'une surface peu differente d'une sphère. On 
entend comme on saìt par Loxodromie une courbe qui coupé sous un angle Constant 
les différents mértdiena de la surface. Cela étaM si on appelle K l'angle Constant que 
fail la loxodromie avec les méridiens et i Tangle variable qu'elle fail avec les cour- 
bes f =s const. nous aurons 

(59; j = K-f. a f ------_ — r-= — nrl 

\éO àff sin 9 df sm 9J 

et en méme temps 
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sin df 



tanfi t = 



d$ 



Posons 

(60) d& = costai, 
d'où 

/^mv m sin t - 

(61) do = -T-T- et . 

Il s'agirà de déterminer les valeurs de t, 9, f qui vérifient les éqnalions (59), (60), 
(61), et qui pour ^ = si réduisent respectivement à 



K + J(-gL) J--4P) ^] 
L\de d^ /o sm 00 \d? /o sin ©oj 



» Oo en 9t 



Nous supposerons comme dans la queslion des lignes géodésiques t assez petit pour 
que les termes en at* et t^ soienl négligéables, auquel cas, comme nous Tavons vu 
plus haut, la variable t est liée à Fare s de la courbe par la relation simple 

t = s{ì — Ott). 

Rempla^ant dans les équations (60) et (61), t par sa valeur déduite de Téquation 
(59), il vient en négligeant a* , 

.«^v , wr , . wr/ d'tt 1 _cos0du\, 

(62) de = cos K di — a sm Kl r--=- -r-r — 2 -— - — ]dt , 
^ ' \de df sm e sm'O d^/ 

/o«v j sinK -^ a cos K/ 1 d'tt ^ cos 9 du\ .^ 

(63) dQ = -T— r- di H :_-(-:—-. -_ 2 -— - — )dt 

^ ' ^ sin sm \sin d de dy sin*0 dy/ 

Intégrant la première de ces équations, on a 

. . ir . .r fT 1 d*tt ^COS0 dui _, 

e — 0o= cos K.t — a sm K -r-T TT-1 2-r^ — di 

J^LsmOded^ sin© d(pj 

ou développant Tintegrale suivaut les puissances de t et négligeant les termes en ai' 

(64) e - .o= cos K.i - «sinKf^r^) - 2 ^f Ji) li. 
^ ' ** L8>nW®^?/o sin'0o\dT/oJ 



de là on tire 



cos 9o cos K (1 4- cos'0o)cos*K i* 

i -f- 



sind sindo sinodo sinodo ^ 

en négligeant les termes en ott et en i^. Portant dans !*équation (63), il vieni 
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cos «o C08 K (14- cos'ho) cos"K t*| 



^ (sin Oo sm^o w*^© 2 ) 



a cosK 

-f- 



(1 d'tt ^ cosg diu\ 
sin dddf sin'9 df / 



sindo 
avec la méme approximalion. Integrane on Irouve 

sin K cMO^eos K.8in K t* (1 H- co8*«o) cos"K.8Ìn K fi 

<^^) '""^«=sr^* Srt; — 2-*" 5P5;; ir 



in ©ob"* 9 \ìB d<fJo sin^^oV? /oj 



cos 
sin 



où Fon ne neglige que les termes de Tordre de at*. 

Les formules (64), (65) et la formule (59) qui, dans le cas où Fon neglige le» 
termes en of*, peut encore se mettre sous la forme 

I r„ 1 + cos'è Jiu\ , cos9o/ i'u \ 1 d'tt l „ 

l Sinodo \d?*/o 8m*eo\d« d(p/oJ ) 

servent a déterminer le^ éléments d'une loxodromie quelconque; mais il est important 
d*introduire dans ces formules à la place de t, &f f razimnth C» la latitude X et la 
tangente ly et à la place de la variable t l'are s de la loxodromie, on trouve, aussi 
sans difificultés^ comme on Ta va plus haut, 

^ ( fo * + «in*>o/d«»\ - sin \J à*u\ 1 / d»u \ 1 „ 
L15?>rVdP A "^ «)8%V<J5^W. J "" 
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S^- 




(M) I - 1.- =;=^^1 - «.+ -««« 

0» v«it foe lc( di ltimm ea blilade el «■ lowgiliifc povr Im 4eax eHieiHlca de 
k kmoinuàe ne « p enda» de k i^ne de k terre qae par l« Irois faaclMa» 

que noaf avoos coostammeiit renconirées daiM k§ l ech ef cbes préeédentes, ei qui snf^^ 
(beni poar definir Telliptoide ofculaleiir de It terre en chaeiin de ses points, et les 
différenees en longitode, en btitade, et en azimnth poor les deox extrémités d'une 
ligne géodéfiqoe. Il en rétalte que fi Fon était certain qne la ligne décrìte par un 
navire fot une yéritable loxodromie, et que Fon peut negliger les erreurs conunises dans 
la détermination de l'espace pareouru par le navire, et dans celle de la longitude el 
de la latitude, on pourrait avoìr Tellipsoide osculateur de la terre, en un point re- 
couvert par la mer; absolument de la méme manière que Laplace a détérminé cet 
ellipsoide pour un point de la partie solide du globe. 

21. J'observerai en finisunt qu'ayant voulu, dans ce travail considérer la que- 
stiona principalement au point de vue géométrique , j*ai du me bomer à établir les 
formules sans m'occuper de leurs applications à la détermination de la figure de la 
terre; du reste on trouvera dans la Hécanique Celeste et dans la Geodesie de BT. Puis- 
sant touls les détails désirables sur cetle application. 
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NOUYBLLE MfiTHODB POUR LA DÉTERMINATION DU RESTE 

DE LA FORMULE DE TAYLOR. 

PAR LE D\ ANT. WINCKLRR. 



La détermination da reste de la formule de Taylor, qai a occupé d*abord d'A- 
lembert et qui plus tard a été trouvée de diflérentes manières par Lagrange , Am- 
père et Cauchy, doit résulter immédiatement da développement de la sèrie, en sorte, 
qu*on n'y a besoin que de h dèfinition du quotient différeotiel; car ce n'est qu'alors 
qu'on peut mettre en évìdence cette formale dèja dans les élèments, pour en faire ap- 
plication plus tard à la solution d*nn grand nombre de questions, et pour faire voir 
les grand avantages qu*elle y fournit. 

Dans toutes les mèthodes connues la détermination du reste est ou trop prolixe, 
ou on n*en parie que bien tard dans Texposition du calcul différentiel, — bien souvent 
en supposant la forme des membres de la sèrie, — ou enfin, on la remet jusqu'au 
calcul integrai, de manière que les cas, où l'on aurait pu faire les applications Ics 
plus imporlantes de cette formule, sont dejà dèterminès tous par des mèthodes plus 
compliquèes. 

La mèthode suiv^nte satisfera peul-étre mieux aux conditions susdites, en develop- 
pant en méme temps la sèrie et son reste d'une manière, qui is'offre^ pour ainsi dire 
de 80i méme et qui n'exige que la connaissance des trois coroUaires suivants: 

A. Une fonction croit ou decroit avec sa variable croissante, selon que la valeur 
de son quotient différentiel est positive ou negative, ou , ce qui revient au méme , 
la différence f (x + y) — ?(x) est de méme signe que ^'{x) , — pourvu que ^ '(x) 
ne change pas de signe pour des valeurs entre les limites x et x-hy de la variable. 
B. Le quotient différentiel f^*\x) ne peut étre fini et continu dans Tintervalle 
de X è X 4- y de la variable , si ne sont aussi les qoolients prècèdents /^""'^(x), 
/-»>(x) . . . /(x), /(x). 

P iw .. àfix-hy) àHx-hy) .... , o. 

C. L équation -s^— -j — ^ = -*-i-- — ^ a toujours lieu, quand on suppose finie 

et continue la fonction f{x -h y) pour toutes les valeurs de x jusqu'a x -f- y. 

1. 
Le développement dèsirè de la fonction /[x -i- y) jusqu'à la puissance n"" de 

Tom. II.N?3. 1859. 84 
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ra<roìM€BMnt f de b TariaMe soit : 

X^ , X, 9 ... \^^ étaat des Iboetìoiis de b sevfe yariable « ; et soit U b reste, 
fònetko de X et f 9 qoe mms aDoot déleramier. 

En difléreotiaiit par rappoit à J^ et pois par rapport a y, doos aaroas l'équalion: 



X\ H- fX\ 4- fTL', + . . . H- r- X'« H- ^» X^. -^ ^ 

On petit satisCaire identkjueiiieDt k cette éqnation en bisant: 

X.= X'o; 2X,= r,; aXa^X'oi ....<«-i)X^.= X'« (1) 

el 

^. -, dU dU ^, 

^^"^•■^di = ;^- ^) 

Les équatioiif (1) et (2) ne renferment que n conditions entre » + i qoantités k 
déterminer. Il font done ponr bt déterminer toates, ajoater eneore b coodition» que 
U s'évanouÌMe, fi Fon pose y = 0. Oa obtioBt done: 

X.= /(x) , X.= /(x) i X.= ;jl /'(x) ; ... X^.= — _l_^/<— '(X) 

'^— ™ 1.2.3.... (fi-l)-^"^** 
et par coiuéqaeDt l'équalion (2) devienl : 

1. 2... (n — 1) -^ ^ ' ^ àx dy 



ou, si Voti pose, pour abréger 



1. 2. o. . . tt 



et remarquant ensuite que 



dU tf" dtt dU y»— i/« du 

dx 1. 2. 3 .... n da; ' dy 1.2. . . (n — 1) 1. 2... n dy 

nous aurons, comme on voit bien aisément, l*éqaalion 

-/•«-«(sJ-b)-»- 
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2. 

L'integration de celle équation aox differences partielles donnerait immédiatemenl 
le reste sous la forme connue d'une integrale definie. Mais on peut Irouver la valeur 
de u d'ane manière lout-à-fail differente; en cherchant éen\ valeurs de u, qui produi- 
seni dans Fexpression 

m - . - rw - i% - S) = » 

un changement de signe ; car il existera nécessairement entre ces deux valeurs un 
autre valeur qui saitsfera à Féquation : 

F(u) = 0. 

Subsliluòns donc dans Téqualion précédente an lieu de u : 

t*,= Z'H*) on aura F(u,) = ~ J /"*'>{«) 

et de méme 

tt,= /"'(«^- y) on aura F(tt.) = /«'(« -4- y) - f'\x). 

Quant aux signes de ces deux valeurs de F(u) il faut distinguer deux cas : 
Les expressions 

/•+■•(«) el /•'(* -hy)- /•'(») 

peuvent avoir des signes égaux on opposés. 

Dans le cas premier, si les signes sont égaux, les signes de F(u,) et de F{u^) 
sont opposés. Supposons donc que la fonction f^*\x) soit finie et continue entre les 
valeurs x et x 4- y de la variable: il faut nécessairement qu'entre 

«.= /"H«) et u,= f^\x-hy) 
se trouve une valeur de u, qui fasse évanouir la fonction F(u). Par conséquent on 
peut déterminer la valeur d*une quantité x entre et 4- 1 en sorte que 

u = /">(« H- xy) et F(u) = 0. 
Si, dans le sccond cas, les signes des expressions 

/«+'>(aj) el f''\x+y)-^f^\x) 

sont opposés , il est clair que /'"'^'^x) entre les deux valeurs x et x -k- y de la 
variable changera au moins une fois le signe (v. A.) et par conséquent, qu'elle pas- 
sera dans cel intervalle, une fois au moins, du croissement au décroissement. 

3. 

Cela pose, soient o^o » ^i > ^a > • • • les valeurs constantes de a?, contenues dans 
les limites x et a? + y» qui font que 
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el oes ytlean soìeiil ordomiées de manière, qn'oo tit x <dB^<< «i <•••<< x + f- 
Si l'on rabsliUw 

puiwiue Xo est constante et indépendante de « et f. Or Xo est la plus petite de ton- 
tes les valeors qui sont ao-dessos de «, et qui font disparaltre /'"''''^(x); il faot donc 
que les fonctions : 

aient les mémes signes (v. A.) : on conclat de li qne : 

F(ttJ et Fin,) 
ont aussi des signes opposés, d'où il soil qu*il y a entre 

«o= f"{Xo) et u,=f^\x -h y) 

une valeur de u, el de méme entre x^ et x + f une yaleur correspondante de x, 
qui fait F(tf) = 0. 

Mais il n'en est pas hhmus sur que, si cette valeur de x est entre x^ etx+y, 
elle se trouvera aussi dans l'intervalle amplifié de x jusqu'à x + y , et qu'on peut 
la représenter de méme par xH-xy, d'où il suit que 

u = /•»(x -f- xy) 

comme dans l'art. 2. — On voit de cette discussion, que ces deux cas , séparés au 
commencement, peuvent étre compris dans un méme résultat. 

Sans supposer finies et continues (v. G.) les fonctions /(x) et /'"^(x) dans l'in- 
tervalle de x à x + y de la Tariable, les conclusions précédentes ne seraient pas va- 
lables. Cette supposition n'aurait pas lieu (▼. B.) si les fonctions /'*'^'^(x), /'*~*H^)» 
. . . f{x) , /{x) ne reslaient pas finies et continues dans l'intervalle marqué. 

Résumant tont cela, nous aurons ce Tbéorème : 

Si les fonctions /{x) , f{x) , .... /'""""'(x) , y**(x) sont finies et continues pour 
tonte valeur de la variable entre x et x + y» et si Fon désigne par x une fraetion 
comprise entre les limites et + 1 , et déterminée de manière que 

u == /"'>(x 4- xy) satisfasse à l'équation ti — /'•*(x)H-^-=^ — -j-j = 
on a toujours : 

Q. e. d. 

GraU. 1859. 
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SULLE FIGURE INVERSE. 

N T A 

DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 



■ •000»< 



1? Avendo prevenUvamente conosciuto alla sua pubblicazione, la bella, ed ele- 
gante Memoria del Sig. D'. Hirstf Sur la courhure d'une serie de surfaces et de li- 
gneSy inserita in parte nel n? 2? di questi ÀnnaU 1859 pag. 95 , ed in parte in 
questo n? 3? pag. 133 mi è dato di aggiungere alcuni sviluppi analitici sopra le Zi- 
ttire inverse, delle quali l'Autore ne parla nella Nola T, e che faciliteranno la ri- 
soluzione di alcuni problemi dipendenti in modo speciale dal calcolo integrale. 

2? Siano R, r i due raggi vettori computati da un punto fisso sopra una me- 
desima retta; e pei quali si abbia Rr = ^*. Al luogo geometrico dell' estremo di r 
corrisponderà un'altro luogo geometrico dell'estremità di R : le due figure diconsì tn- 
verse, ed il passaggio da una figura all'altra si fa per una sostituzione a raggi re- 
ciproci. Cosi per due linee piane ed inverse le coordinate respetti ve x, y, ed X, Y 
con l'origine nel punto ove si cominciano a computare i raggi r, R, si avrà eviden- 
temente 

X ^ Y ^ V^(X»4- Y') ^ R ^ ^ 

X '^ y ^ v/(«*4-|f") r r* 

d'onde 

k'x « ^y 

Di qui ne segue che prendendo ^ =» 1, si passerà da una curva data alla sua in- 
versa con sostituire -^93» invece ài x^ y : la costante k si suol chiamare il rag- 

gio d'inversione appartenente ad un circolo dato. Differenziando ora i valori di X, Y 
si troverà 

^^_ ^[(tr-(i^)àx^2xy^y] ^^ k'ijx'-y'ìày-^xydx] 

(flFTyT ' («•+ y^y 

Di qui se si chiamino s, S gli archi di queste due curve inverse, corrispondenti alle 
coordinate Xf y, ed X, Y, si avrà 

às = v^(d»*-f- dy*) , dS « v^(dX*-f- dY*) 
d'onde si trae dai valori di dX, dY 
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^ = x'H- y' ^ "7^' * viceversa ds =.— . 

Cioè in due linee inverse l'elemento delParco di una è e(piale all'elemento dell'arco 
dell'altra diviso per il quadrato del raggio, e moltiplicato per la costante 1^ : fra gli 
archi poi S, ed s, si avrà 



='•/?• • •=*-j^ 



Volendo riferire le due curve invece alle coordinate polari, ò chiaro che i dae raggi 
R, r formeranno il medesimo angolo u con Tasse delle ascisse, quindi in forza della 
costante relazione Rr =» V^ si ricaverà 

Rdu __ rdtt 
"dR"~" ~"dr"' 

Ora nelle curve polari il rapporto rdu : dr rappresenta la tangente trigonomelrica del- 
l'angolo, che il raggio vettore forma con la tangente alla curva in un dato punto , 
quindi la precedente equazione porrà in evidenza l'enunciato 4? nella nota del Sig. 
Hint pag. 163: di più per gli elementi differenziali dS, ds, si ha 

dS»= dR*-|- R'dtt» , d»>= dr"-+- rMw' 
d'onde 

dS = :±: -r- d« = :i= — 
dr r* 

come già si era di sopra avvertilo. 

3? Accenniamo brevemente alcune applicazioni alle linee del secondo ordine: pro- 
jettando il centro deirellisse sulla tangente si ottiene per il luogo geometrico di que- 
sta proiezione una curva del quart'ordine la quale e Vinvena della curva polare re- 
ciproca dell'ellisse data. Ora la polare reciproca dell'ellisse è un'altra ellisse ad assi 
inversi, in guisa, che se si prenda ^ = 1 per raggio d'inversione, le due equazioni 

rappresentano le due ellissi polari reciproche l'una dell'altra. Ciò posto poniamo per 
la seconda ellisse 

ax = cos<f , by = aen(f 

si avrà per l'elemento ds , e per il raggio r con l'origine al centro 

A «'T /r . / . IL.X a 1 ^ 6'-^(a*— 6')sen"«p 
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d*onde per l'elemento dS delia curva inversa si trae 

ah dy |/[o'— (a*~ ò'jsen'y] 
6*4- (a'— 6')sen*(p) 

la quale espressione di dS» coincide con quanto già ritrovai in una mia Memoria pub- 
blicata nel Settembre 1844 nel giornale arcadico: l'arco S come ivi dimostrai di- 
pende dai trascendenti ellittici di prima e terza specie a parametro positivo. Nello 
stesso modo il luogo geometrico della proiezione ortogonale del centro dell' iperboia 
sulle tangenti è una curva del quarto ordine, e diviene la lemniscata di BemouUi 
nel caso dell'iperbola equilatera. Ora questa nuova curva del quart'ordine, é Vinversa 
della polare reciproca dell'iperbola, ed è anche essa un'iperbola ad assi inversi : scri- 
viamo dunque le due equazioni 



g- - g- = 1 . «V- bY=^ 1 



e ponendo per la seconda 

ax = cosec 9 , by s= col<f 

le due formole 

às = v^(dx"-+- dy*) , r*= x^-4- y* 

diverranno 

i <*? // a ., .* V a 6*4-a* — a'sen'9 

d5 =-r--W v^ a"4- b'— ò*sen 9 , r*= m — ; i 

absen (f ^ ^' ab sen*(p 

d'onde per l'arco S della curva inversa 

,« ab d(p v/(o'4- b*^ ò'sen' y) 
o -f- 6 — a sen 9 

Nella citata Memoria del 1844 mi occupai anche della rettificazione di questa curva, 
eguaknente dipendente dai trascendenti ellittici di prima, e terza specie. 

4? Nelle superficie inverse oltre l'equazione Rr = k* abbiamo simultaneamente 
per le coordinate X. Y, Z ed x, y, % di due punti corrispondenti 

— = — =. — = — ^ — = ik' 

X y % r r* ~" «"-^ y* 4- *' 

d'onde 

V ì^x v_ ^y „_ ^z 

Dalle quali equazioni si vede , che quando il raggio k della sfera d'inversione si 
prende eguale all'unita, si passa dall'equazione di una superficie all'equazione della 
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foa invena con fotUtoire 7 > "7 > 7 ^^^^ di :r , f , s. Volendo riferire le doe 

«operOeie alle coordinale polari, ponendo per i doe alinoli p, q 

ussscospt V =aenpcMq 9 «F = aenpsenf 

ni avrà simoltaneamente 

X =; Rtt , Y =» Rr , Z = Rw , j;=rtf, y=sr», s = rw. 

Ciò pofto esprimiamo con d*S , d*$ gli elementi superficiali di aeoond'ordine delle due 
fnperfieie riferite alle coordinate polari, si avrà come è noto 

dS = Rd;> éq v/[RJ -h (RV K*) sen^p ] 

é*s = rd/> d^ v/^J + i^-^ »•'*) *«n*P ] 

ove R', R, f /, fj rappresentano le derivate parziali di R, r rapporto alle variabili 
p, g. Sostituendo ora nella prima formola 

Jk* Jk*r' Jk*r 



si ricaverà 



^^ ^ k^r dp dg v/[r; + (r^-t- r") sen'p ] ^ ^d's 



Quindi se si assuma A = 1 per raggio d'inversione, dall'elemento di una superficie 
si passa all'elemento dell'inversa, col dividere per la quarta potenza del raggio r. Ri- 
sultalo somigliante si otterrà fra gli elementi dei due volumi terminati dalle due 
superficie inverse : infatti per questi elementi dV, dV, in coordinate polari si ha 

1 1 

dV = ^ R' sen pàpAq^ dV,= - r'sen p dp dq 

d'onde la prima, in forza dell'equazione Rr= ^^ diviene 

-- _ 1 A^sen p dp dq _ h^ dV, 

cioè gli elementi dei due volumi sono nel rapporto di A;^ ad r^ , ed anche di 1 ad 
r^ se si supponga ^ = 1. 

5? Indichiamo alcune applicazioni alle superficie del secondo grado. Proiettando 
il centro dell'ellissoide su i piani tangenti, si ottiene come é noto per il luogo geo- 
metrico una superficie di quarto ordine conosciuta sotto il nome di superficie di e2a- 
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sttdià : questa superficie è nello slesso tempo l'inversa della polare reciproca dell'el- 
lissoide. Ora la polare reciproca dell'ellissoide é un'altra ellissoide ad assi inversi in 
diodo che prendendo eguale ad uno il raggio k della sfera d'inversione si avrà pe^ 
l'equazioni delle due superficie 

^4-^4-^ =1, a»x*+ ò^^-f- c»«*= i. 

Ora ponendo per la seconda 

x = reoBp'f y=ir8enpeoBqf x = rsen/isenf 
e di più 

^-w "-??' ^-i?p 



si hi per l'elemento d's della superficie, e per il raggio r 

a»6V(Ati"-+-Bv'4-Cw')* 
Quindi l'elemento d*S della superficie inversa sarà 

d*S = aV^ sen/i ép éq ^(XV-h ff»*4- CV) 

od anche per la sostituzione dei valori di A, B, G 

d'S = sen p ép àq \/(a*u'4- Mt;*-f- c*iii*). 

Tal'é r espressione dell'elemento della superficie di elasticità, il quale elemento coinci- 
de oc ob 

de con quello di un'altra ellissoide di semiassi — ' t~> — > d'onde la quadratura della 

a 9 e 

nuova superficie si riduce alla quadratura di un' ellissoide : questo risultalo fu già 
da me ritrovato in una mia Memoria pubblicata nel tomo 31. del Sig. Creile per 
l'anno 1846 : di più in una breve nota inserita nella RaccoUa Scientifica di Roma 
pel 16 Marzo 1845 enunciai il medesimo risultato, e che si ritrovava esposto e di- 
mostrato nella mia citata Memoria. Per l'elemento dV^ della polare reciproca dell'el- 
lissoide si ha simultaneamente 

« r^senj>d|>dg 1 

Dividendo pertanto dV, per r*, si otterrà l'elemento del volume della superficie in- 
versa vak a dire 

dV = I a^b^c^ aenpdpàq ^{An^^ W^ Cw")^ 
7m. Uv R*. 3. itst. 25 
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od anehe 

dV = I sen ;> dp dg v^(aV-h òV4- cV)' 

Il secondo membro rappresenta lelemento del volume della superficie di elasticità : 
l'integrazione dipende dai trascendenti ellittici di prima, e seconda specie, il che fu 
da me egualmente ritrovato nella citata Memoria inserita nel tomo 31 del Sig. Creile. 
6? Terminerò questa breve nota con riportare le formole dalle quali dipende 
l'equazione della superficie, o della linea, polare reciproca di una superficie, o linea 
data. In molte mie precedenti Memorie pubblicate fin dal 1844 , e negli anni se- 
guenti, nel giornale arcadico, e nella Raccolta Scientifica , o nei miei precedenti 
Annali di Matematica, e nel giornale del Sig. Creile, mi sono più volle occupato di 
quelle superficie , e linee luogo geometrico della projezione ortogonale di un punto 
dato, che può prendersi per origine delle coordinale sulla direzione dei piani tangenti 
delle rette tangenti Cosi nel tomo 34 del giornale del Sig. Creile occupandomi spe- 
cialmente della teorica di queste superficie derivale, ritrovai, che se 

sia l'equazione di una superficie a coordinale ortogonali , e si projelti il centro sui 
piani tangenti le coordinate X, Y, Z di un punto qualunque di questa projezione cor- 
rispondenti ad un punto dato {x, y, %) saranno espresse per 

^ ~ (D,u)«H- (D^u)'H- (D,u)* ' - (D,u)*-f. (ì),u)'^ (D,t«)* ' 

^ D,u(a?D^tf 4- yPytf -h gD,u) 

Chiamando R la disianza fra Torigine ed il punto (X, Y, Z), e che sarà evidente- 
mente la perpendicolare abbassata dall'origine sul piano tangente la superficie nel pun- 
to {Xf tff z), si troverà 

Nei valori di X, Y, Z le variabili x, y, z potendosi ridurre a due, ne segue, che 

l'equazione della nuova superficie derivala sarà la risultante proveniente dalfelimina- 

zione di queste due variabili. Ora l'inversa di questa superficie sarà precisamente la 

polare reciproca della superficie data u = 0; quindi è che sostituendo ad X, Y, Z , 

k*X ik*Y ìfZ 

'dT' "dT' "dT '^ nuove coordinate X, Y, Z apparterranno ad un punto della pò- 
K K K 

lare reciproca corrispondente ad un punto dato della superficie u = 0. Con questa 
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sostituzione si ricava 



Per mostrare una qualche applicazione supponiamo che l'equazione u = della su- 
perfìcie si riduca ad un'ellissoide con l'origine al centro, per cui si abbia 



avremo 



d'onde 



D,t«=^, Dyt«==-^, D,tt=-^, 
xD^u -h ybyU 4- «D,tt = 2 



o 

L'eliminazione delie re, y, z per ottenere l'equazione della nuova superficie è assai 
facile; infatti dalle medesime formole abbiamo 

aX X h\ y cL e 

1?""a' l?^h' 1?"^%' 

Di qui si trae per Tequazione della polare reciproca 

a«XV 6*Z*4- c*Z*= ik* 

la quale appartiene ad un' altra ellissoide con la medesima origine , e descritta sui 
medesimi assi. Ognun vede, che risultati somiglianti si otterrebbero per \e polari re- 
ciproche delle due iperboloidi, non che per le linee del secondo ordine dotate di centro. 
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G. LEJEUNE DIRICHLET. 

Ne'miei Annali di Sdente Matematiche e Fiwhe tom. 2! 1851 si numnenlava 
il soggiorno in Roma nel 1844 del gran Geometra Jacoln^ mancalo ai vivi nello stesso 
anno 1851 con indicibile dolore di lolla la dolla Europa, e di luUi isaoi più cari 
amici nella fresca età di anni 46. Chi mai avrebbe polalo immaginare che di uno 
de'snoi più celebri» e più illuslri amici , e compagni, che fu quasi indivisibile nei 
suo viaggio in Roma, ne avessimo a deplorare la falale perdila dopo il breve inter- 
vallo di otto anni ? E pur cosi è. Dirichlet geometra di primo ordine, degno succes- 
sore del Gauss sparve quasi improvìsamente nello scorso 5 Maggio neirela ancor vi- 
gorosa di anni 54 circa. Siamo certi, che sopravivendo il Dirichlet ad una più lunga 
età, esso avrebbe fatte nelle scienze Matematiche delle ulteriori importanti scoperte. 
DairOttobre 1843 fino all'Aprile 1844 esso si trovò in Roma con Tintera famiglia 
sua in allora composta dell'ama tissima sua sposa , e di due piccoli figli , e son per- 
suaso che un notabile decremento alla salute del Dirichlet sia provenuto dalla per- 
dila , della sua consorte negli ultimi mesi dello scorso anno 1858. Come già ho di 
sopra indicalo nel suo viaggio in Roma era compagno del JacM, e con essi Irova- 
ronsi ancora i Sigg. Steiner e Borchardt, La conversazione scientifica del Dirichlet 
era della più grand*utilità per la profondità, e nettezza delle idee, che veniva a di- 
chiarare. Il Dirichlet era un ammiratore delle innumerabili ed importanti Memorie 
pubblicate dal Jacobi in tutte le parti delle Matematiche, ed il JacM riconosceva il 
Dirichlet come una maravigliosa e penetrante intelligenza nella ricerca delle più dif- 
ficili questioni matematiche , specialmente scelte nella teorica dei numeri. D JacM 
più volte dicea che la mente del Dirichlet per le matematiche era paragonabile alla 
mente del Lagrange, espressione superiore a qualunque elogio. Il Dirichlet nella sua 
età ancora giovane assai cominciò a pubblicare interessanti Memorie di Matematiche , 
nella teorica de'numeri in particolare. A cominciar del tom. 3? del giornale del Sig. 
Creile 1828 fino al tom. 47?, 1854 trovo ventisei Memorie: altre due ne pubblicò 
nel tom. 53? nel 1857. Vene sono inoltre altre sei nel giornale del Sig. liouvìZZe, 
e non poche ne contengono i volumi degli Alti di Berlino. In questi ultimi anni il 
Dirichlet ha pubblicato poche Memorie, ma tutte le sue produzioni hanno il raro pre- 
gio che sempre si manterranno esse nella scienza come un vero monumento. Tutte 
le questioni da lui irallale, e nella teorica de*numeri, e nello sviluppo delle serie pe- 
riodiche, nella riduzione degli integrali definiti, ed infine quelle di Meccanica e di Fisica 
Matematica tulle contengono scoperte capitali nella scienza , ed hanno contribuito a 
queiravanzamenlo e perfezionamento che si desiderava nella medesima. In una si 
grave mancanza ci sia almeno dato, o di veder presto la pubblicazione di un qualche 
scritto inedito lascialo dairillustre Matematico, od anche di aver in un sol volume 
riunite tutte le sue ammirabili Memorie. B. T, 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



THÉORIE GENERALE DE L'ÈLIMINATION Par le Ghetalier FRARfoit Faì Di Bruno, 
Paris Librairie Centrale dot Sciences LEIBER ET FARAGUET Rue de Seine— Stint--Gemiaiii 

N: 13, 1859 1. voi. in s: pag. 224. 



11 libro» che aununziamo qui, non può mancare d'essere bene accolto dai Mate- 
malici. Esso riempie una lacuna nella letteratura delle scien^ esatte; perocché daV 
l*opera ornai antiquata di Bezout in fuori , non si saprebbe citare un' altro scritto , 
che tratti ex professo le quistioni, che neli' opera del Signor Fai di Bruno vengono 
enucleate. 

E se ottimi sono l'idea fondamentale e il proposito, è pure assai commendevole 
l'esecuzione. Il eh."" autore raccolse accuratamente e dispose con beirordine» forman- 
done un corpo di scienza, que'materiali, che si trovavano sparsi e come perduti in 
opere periodiche rare e difficilmente accessibili agli studiosi. Ma non si contentò , 
checché protesti egli stesso nel proemio dei suo libro, dell* arida fatica del compila- 
tore; che anzi sempre ordinò, soventi rischiarò, qualche volta perfezionò il lavoro dei 
suoi predecessori, incorporandogli talora que' risullamenti nuovi ai quali era giunto 
nel corso delle sue elucubrazioni. 

Indicheremo per sommi capi le materie trattate dal sig. Gav. Faà. Egli espone- 
per le equazioni algebriche ad una e a più incognite la formazione delle funzioni sim- 
Metriche delle radici, la formola del Waring pel caso d'una sola incognita, e la for- 
mola analoga data in questi Annali dal prof. Betti per n equazioni fra n incognite; 
spiega i diversi melodi d'eliminazione, anche quelli del Sylvester, anche il metodo di 
Liouville dedotto dalla risoluzione in serie, ed il recente di Hermite che considera la 
risoluzione come il discriminante d'una funzione di secondo grado, e assegna il grado 
della equazione finale , riferendo pel caso di equazioni non canoniche il metodo dei 
signor Minding; dimostra il teorema di Jacobi intorno alle soluzioni comuni di più 
equazioni, e determina il numero delle soluzioni indipendenti, onde emerge la spie- 
gazione d'un paradosso d'Eulero; insegna il modo di trovar le soluzioni comuni, sta- 
bilisce le proprietà della risultante e varj teoremi di Brioschi, di Raabe, di Schlasffli, 
e amplia al caso d'un numero qualsivoglia di equazioni e di incognite il teorema di 
Lagrange sopra le condizioni necessarie alla esistenza d'una o più radici comuni a 
due equazioni. A compimento del qtial teorema in cui sono comprese le condizioni in- 
dicate dal prof. Betti in questi Annali^ 1858, pag. 7 — 8, mancherebbe soltanto che 
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fosse aggiuDta, come raggiunse il Betti, Tequazione che ha per radici le radici o so- 
luzioni comuni delle proposte, e che pel caso di due sole equazioni date trovammo 
per la prima volta in una Nota del prof. Brioschi (*). 

Chiudono Topera cinque Note sopra una formola che esprime la derivata d'una 
funzione di funzione, sopra una formola di Borchardt per calcolare le funzioni sim- 
metriche (**), che il Betti ha ampliata, sopra un teorema di Cayley pure apparte- 
nente alle funzioni simmetriche, sul termine generale della serie di Maclaurin appli- 
cata alla funzione d'una funzione di due o più variabili, e da ultimo sopra un teo- 
rema del prof. Betti relativo alla determinazione delle funzioni d'un solo sistema di 
soluzioni comuni (***). 

Da questa succinta enumerazione e quasi indice si può abbastanza scorgere quante 
cose importanti siano contenute nel libro del signor Faà. Potrebbesi veramente desi- 
derare, che l'esposizione delle materie, la quale nei primi capitoli è netta, perspicua 
e concisa a un tempo, conservasse queste doli, anzi aumentasse di chiarezza, ne'sus- 

(*) Nouvelles Annales de If atbématiques, 1855» pag. 81 . Veggasi anche la traduzione francese della 
Teorica dei determinanti. 

Cercando la dìmostraiione della equazione data dal prof. Betti, mi sono avveduto d'un errore che 
vi è corso probabilmente di copia o di stampa, e colgo questa occasione per emendarlo secondo il giudizio 

mio. I termini della equazione debbono essere moltissimi pei coefficienti binomiali $ i» i » 71 , ecc. 

Si dimostrerà in una maniera semplice l'equazione esatta, se chiamata /* = una equazione tra n inco- 
gnite X, y, X, . . . , chiamato a il termine cognito di /*, e 6 il coefficiente che ha in / il prodotto 
fssj^ yQ z^* . . . , si risguardi f come funzione di due variabili indipendenti a e 6: poiché supposto che 
da altre n equazioni si ricevino ft sistemi di valori per le incognite, e che i valori corrispondenti di f 
e f siano ri e /, , f, e /", , ... fa e f^^, si avrà la risultante delle n -f * equazioni R = fif^'... /J^ , e 
cambiato aina + ikda,6in6-fA(&, dove k è indeterminato , f diverrà f-\- ifc(da + y dò), e R si 

jn /12T flSR 

cambierà in R + * -j- -f* ** r^ + ** r^n + • • • t ma dovrà restar identica al prodotto dei nuovi va- 

lori di fx9 f%t ••• ; quindi se i valori f^^ ^, ... fm corrispondano ad m sistemi di soluzioni comuni e 
siano perciò nulle, paragonando i coefficienti delle potenze V , K k*» ... IC>*~a si otterranno le m equa- 
zioni di condizione 

R = 0, dR = 0, d»R = 0,... d'—iR =:= , 

paragonando i coeflBcienti della potenza ile» si troverà d'»R proporzionale al prodotto 

(da + 7i d6)(da-f r, <U) • • • (da + ?>» ^^) > 
e svolgendo d">R secondo la formola simbolica d'»R = (da 4* ^b )"*R ^ confrontando i termini simili, se 
ne conchiuderanno le espressioni della somma delle m radici 7i » 72 >••'?«»* d^' ^^^^ prodotti a due a 
due, a tre a tre, ecc. onde infine, 

dwR ^ __ «_ d'»R j ot(iii— 1) dwR ^^^ ^ d^R _ 

da* ^ 1 da-^idA^^^ ■*" 1.2 da'»-» dft» '' * d6« "" "' 

(**) Un altro teorema relativo alle funzioni simmetriche fu in questi Annali (1858 , pag. 43) attri- 
buito al signor Borchardt, che infatti lo diede senza accennare e certo senza sapere che altri Io avesse 
già pubblicato : ma quel teorema era già stato dimostrato dal Gauchy nella sua Memoria del 1837 Sur 
ta réiohUUm dee équaliont d*une degré queleonque, $. Ili, pag. 31. 

(***) Vedi Annali, 1858, pag. 4, Teorema IL 
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seguenti, che Irallano soggelli più complicali. Ma forse Taulore , spinto da ragioni 
ignote allo scrivente, è stato costretto ad affrettare la pubblicazione del suo scritto, 
circostanza, che può avergli impedito di stendere le ultime parti del suo lavoro con 
tutta quella pacatezza d'animo, che domandano i lavori d*una certa levatura. 

Devesi però, a scusa del ch*"^. autore notare, che le materie trattate nella seconda 
metà della sua scrittura, appartenendo alle più ardue specolazioni dell'algebra, pre- 
sentano gravi difficoltà per chi pretende di farne un'esposizione facile e piana, senza 
cadere in lungaggini. Questo può assolvere il signor Faà di Bruno dall'accennata im- 
putazione, benché resti sempre in un cantuccio dell'animo di chi legge un desiderio, 
ch'egli meno della brevità, e più della chiarezza fosse stato studioso. 

Puossi ancora dubitare, che alcune parti del suo lavoro facciano quello, che i Fran - 
cesi chiamano doublé emploi : né si vede bene, perchè, dopo avere trattato ^i due 
equazioni a una variabile, poi due a due variabili, quindi tre a tre variabili, tre a 
due ecc. ecc. separatamente, non occorra continuare e andare Dio sa fin dove. Però 
quest'obbiezione è confutala in parte; per chi legge attentamente il libro , dalla os- 
servazione, che sempre ne 'singoli casi si considera il subbietlo sotto un punto di ve- 
duta affatto speciale, e che i casi più semplici preparano e appianano la via ai più 
difficili. 

Checché sia di quesli piccoli nei, che crediamo scorgere nello scritto del signor 
Faà di Bruno, noi crediamo debito nostro di raccomandare caldamente ai cultori delle 
scienze matematiche questo libro, nel quale essi troveranno molte nozioni utili e pe- 
regrine, di raccomandarlo come uno di quei trattati di cui diede un modello eccel- 
lente il prof. Brioschi con la sua Teorica dei determinanti , e che tanto giovano a 
divulgare i progressi della scienza e a preparar loro l'accesso delle pubbliche scuole 
dalle quali certi arroganti conservatori dell' ignoranza e d' ogni anticaglia vorrebbero 
tenerli in perpetuo lontani. 

F. G. 
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PUBBLIGAZrOHI IBCBITI 



A. MimiuiM. — Gonstniclion des Cenlres de coorbure des ligoes décrìtes dans le 

mouvemeDt d'une figare qui glisse sor son pian ( Exlrail 
da Journal de l'École polytechnique XXXVIl Cahier). 

E. Gatalam — Mémoire sur ies surfaces doni les rayons de courbure en chaque 

point soni égaux, et des signes contraires (Extrait du Jour- 
nal de rÉcoIe polytechnique XXXVIl Cahier). 

y. A. LitisauE. — Exerciees d'analyse numérique , extraits , commentaires » et re- 

cherches relatifs à l'analyse indeterminée. Paris 1859» 1. 
voi. in 8? 

CossALi. — Scritti inediti pubblicati da Baldassarre Boncompagni, seguiti da 

un'Appendice contenente quattro Lettere dirette al medesi- 
mo P. Cossaliy ed una Nota intomo a queste lettere. Boma^ 
Tipografia delle BeUe Arti, 1857. 1. Voi. in 4! 

Leonaido Pisano — Scritti inediti pubblicati da Baldassarre Boncompagni. Volume I. 

(Leonardi Pisani — Liber Abbaci). Roma, Tipografia delle 
scienze matematiche e fisiche, 1857. 1. Voi. in 4! 
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INTORNO ALLE CONICHE INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE 

DEL QUARrORDlNE (E TERZA CLASSE). 

NOTA 
DEL SIC. PROF. LUIGI CREMONA. 



È noto che i piani osculatori di una cuhica gobba (linea a doppia curvatura di 
lerz'ordine) inviluppano una superficie sviluppabile del quart'ordine (e per conseguenza 
della terza classe) e ciascun piano osculatore taglia la sviluppabile secondo una conica. 
Io ho dimostralo in una memoria inserita in questi Annali (1858) che il luogo dei 
centri di tutte le coniche analoghe è un'altra conica piana. Ora ho ricercato la natura 
di tutte quelle coniche inscritte in una stessa sviluppabile del quart'ordine, e inda- 
gando come ne fossero distribuiti i centri sulla conica locale, sono arrivato ad alcuni 
teoremi, che hanno una singolare affinità con quelli dati recentemente dal Trudi (*) 
e dallo Steiner (**) sulle coniche circoscritte ad uno stesso tetragono. 

Assumo come origine di tre coordinate rettilinee obbliquangole un punto arbitrario 
della cubica gobba; Tasse delle z sia tangente alla curva, e il piano yz sia oscula- 
tore; Tasse delle x sia parallelo ad un assintoto della cubica , ossia diretto ad uno 
de'punti della medesima, che sono a distanza infinita : de' quali ve n'ha sempre al- 
meno uno reale. Da ultimo il piano xy passi per Tassintoto dianzi nominato. Ciò posto, 
la cubica potrà essere rappresentata, in tutta la generalità, dal sistema di equazioni: 

(1) ? = ~, l ^-, i = - 

a (f b ff e <f 

ove è posto per brevità : 

^ = (0 - «)*±: P« 

a , 6 , e , a, ^ sono costanti determinate; d è un parametro variabile da un punto 
all'altro della linea. Nel valore di 7 il doppio segno dell'ultimo termine serve a di- 
stinguere i due casi che la cubica abbia uno solo tre assintoti reali. L'origine è 
quel punto della linea che corrisponde a = ; per d = oo si ha quel punto della 
medesima che è a distanza infinita sull'asse delle x. Posto : 

h = «*i±: p* 

il piano che sega la cubica ne'tre punti di parametri 5, , 0, , $^ sarà rappresentato 



(*) Memorie dell'Accademia di Napoli, 1857. 

(**) Monatsberichte der berliner Akademie, Ioli 1858. 

Tom. I?. N*. 4. i869. 26 
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-h } h{9, 03-+- ^3 0.-4- 0, 0,) ~ 2a0. 0, 03 l J - 0, 0a 03= ; 

ifuindi l'equazione del piano osculatore nel pnnlo di parametro 9 è: 

(2) fc ? 4- 0(0»— Zh) 1 -+- 0*(3fe — 2a0) - — 03= 

do e 

e quelle della retta che unisce due punti 0, » 0, sono : 

~~(0.-f-0a) rH-0.0a7 = O, 
Or OC 

(0, 0,- fc)f •+■ } M0.-*- 0a) - 2«0,0,J ?. _ 0, 0,=. 0. 

Il piano osculatore al punto è tagliato dal piano osculatore al punto u in una retta, 
la cui proiezione sul piano yz ha per equazione : 

..(J - 2«*- - l) 4- .|0(f -- l) 4- (^h - 2«0) ^ij 

-+- (0*— ^h)^ -hO (3h— 2«0) - — 0»== . 
e 

Da questa equazione e dalla sua derivata presa rispello ad o» eliminando questa quan- 
tità, si ha la : 

t/* z* 

(3) (4fc -- 0') p -+- (3fe — 2a0)(/i 4- 2«0)-j 

4- 2(aa0"-0fe — 4afe)| - 4- 2(0*— 2h) | 4- 20(fe — 2«0) 1 — 0»= • 

Questa equazione insieme colla (2) rappresenta quindi la conica secondo la quale il 
piano osculatore al punto sega la superGcie sviluppabile, luogo delle rette tangenti 
alla cubica gobba. La conica (2) (3) è iperbole od ellisse secondo che la quantità : 

A = (0 - a)*=p 3P* 

è positiva negativa. Dunque : 

Quando lo spigolo di regresso di una superficie sviluppabile del quari'ordine (*) 

(*) Ogni superficie sviluppabile dì quirt*ordine ha per ispifolo di regresso una cubica gobba: teore- 
ma del sig. Ghasles {Aptrpt hidoriqut* Nota 33.«) 
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ha tre assintoti reaU , tutte le coniche inscritte neila medesima ( e poste ne' suoi 
piani tangenti) sono iperboli. 

Le coordinate del centro della conica (2) (3) sono dale dalle : 

(4) 2A- = 30(200 — 3fc) , 2A|- = 2e(e— a) — 3A, 2AÌ=e— 4« 



da cui eliminando si hanno le equazioni della conica locale de'centri : 

(5) h--h 2a(3fc — 4«*) ^ 4- (3fc — 4aY- -+- «(8«'- 9fc) = 0. 

a e 



(6) 



2J(8««-.3fc)Ì-4-4a(l-|-)j' 
4- (l 4- 2«- — |-] J2(4«*4- 3fc)|- — IGa^ - - (8a*4- 3fc)| = 0- 



Questa conica e iperbole od ellisse secondo che la quantità : 

ò positiva negativa ; dunque : 

n luogo de' centri delle coniche inscrìtte in una superficie sviluppabile del quart' 
ordine è un'iperbole o un' ellisse secondo che lo spigolo di regresso ha un solo o 
tre assintoti reali. 

Nel caso che la cubica gobba abbia un solo assinlolo reale, la conica (2) (3) è 
iperbole o ellisse secondo che è positiva o negativa la quantità A. Formando (in ciò 
seguo il metodo dei Trudi) questa quantità colle coordinate y, z del centro della co- 
nica medesima, si ha : 

quindi la specie della conica dipende dal segno del trinomio, che è nel denominatore; 
ora basta osservare la (6) per accorgersi che l'equazione : 

b e 

insieme colla (5) rappresenta una tangente deìViperbole locale de' centri. Dunque quel 
trinomio sarà positivo o negativo secondo che il punto di coordinate x, y, % centro 
della conica (2) (3) cade da una banda o dall'altra di questa tangente, cioè, secondo 
che cade nell'uno o nell'altro ramo ò,Q\Viperbole locale. Dunque : 

Quandi) lo spigolo di regresso di una superficie sviluppabile di quart'ordine ha 
un solo assintoto reale , in questa sono inscritte infinite ellissi, infinite iperboli e 
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due parabole; e i centri di queste coniche sono distribuiti neW iperbole locale in 
modo che un ramo di questa contiene i centri delle ellissi, e l'altro ramo i centri 
delle iperboli. 

Un piano qualunque contiene , com* è nolo , una retta intersezione di due piani 
osculatori: i quali, per un teorema che io ho dimostrato in un'altra memoria (*), sono 
reali o ideali secondo che quel- piano sega la cubica in un solo punto reale o in tre. 
Dunque una cubica gobba ha due piani osculatori paralleli soltanto nel caso che vi 
sia un solo assintoto reale. È evidente che le coniche secondo cui questi due piani 
segano la sviluppabile sono parabole. Nella nostra notazione le due parabole corri- 
spondono a A = 0, cioè a = a dz p^3; quindi per esse l'equazione (3) diviene: 



||-((3 =p «v/3) 4- ^ (« =F (3v/3)(P d= «v/3) 



-h 2((3>— a*±: 2«Pv/3) |- -+- 2((3»— a*z^ 2a^^Z) (a =t (3v/3)*=- 

quindi i diametri delle due parabole sono paralleli agli assintoli dell* iperbole locale 
(5) (6). I piani delle parabole sono rappresentali dalle : 

fc- + 2«(3/i — 4a*) I -+- (3/i — 4«')* ~ == (a =t (3^3)» 

epperò sono paralleli al piano (5) dell'iperbole locale : proprietà che ho già fatto no- 
tare altrove (**). Inoltre è facile vedere che il piano (5) è equidistante dai due piani 
delle parabole : dunque : 

Quando lo spigolo di regresso d*una superficie sviluppabile del quart'ordine ha 
tre assintoti reali, essa non ha piani tangenti paraUeli, epperò nessuna parabola è 
inscritta nella medesima. Ma se v' ha un solo assintoto reale, v'hanno pure due 
piani tangenti paralleli, i quali tagliano la superficie secondo due parabole. Il piano 
dell'iperbole locale è parallelo a questi due piani tangenti paralleli e da essi equi- 
distante; ed inoltre i diametri deUe parabole sono paraUeli agU assintoti della locale. 

Se nel primo membro della (5) si pongono per a;, y, z i valori (1) si ha il ri- 
sultato : 

(0 - «) { (0 - «)'=t 9(3»! 

dunque il piano della locale incontra sempre la cubica nel punto reale che corrisponde 
a $ =z a; in nessun altro punto se la cubica ha un solo assintoto reale ; nel caso 
di tre assintoti reali ancora in altri due punti reali : 

e=«-f-3(3, = a— 3|3. 



(*) Annali, gennaio— febbraio 1859. 
(**) Annali, gennaio— febbraio 1859. 
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Ciò risulla anche da un teorema ricordato di sopra. Osservato poi che si ha : 

A = (© — a — P^^)(0 — « 4- |3v/3) 

si conchiude facilmente che, siccome in ogni piano osculatore della cubica esiste una 
conica inscritta nella sviluppabile, cosi : 

Se la cubica gobba ha un solo assirUoto reale , corrispondono elUssi a tutti i 
punti di essa compresi fra i due piani osculatori paralleli; iperboli a tutt'i punti 
rimanenti. 

Altrove ho denominato fuoco (*) di un piano il punto, sempre reale, ove con- 
corrono i piani osculatori della cubica nelle intersezioni di essa col piano. Ora è fa- 
cile vedere che il fuoco, del piano (5) e il centro della conica locale (5) (6) coinci- 
dono in uno stesso punto, le cui coordinate sono: 

X a{9h — 8«*) y 3fe -- 2«' i a 

à~" A(h-a) ' b'" 4(/l — a*)' e"" 4(fc — a*) 
cioè : 

/ piani osculatori della cubica gobba ne' punti ov'essa è incontrata dal piano 
della conica locale passano pel centro di questa conica. 

Le formole relative alla cubica gobba divengono più semplici, senza punto sce- 
mare di generalità, se si pone a = 0, cioè se si assume come origine delle coordi- 
nate il punto reale (o uno de'tre punti reali) in cui la cubica è segata dal piano (5). 
Allora la curva è rappresentata dalle : 

X 9^ y _ ^* * ^ 



a ¥~^hh ' ò 6» 4- fe ' e ¥ 
ove ^ = ±: p*. L'equazione (5) diviene : 

(5)' - 4- 9/i- = 

a e 

Mediante queste formole si semplici si dimostra facilmente la proprietà che segue. 11 
cono di second' ordine che passa per la cubica gobba ed ha il vertice al punto di 
parametro 6 è rappresentalo dalla : 

(f-'f)('|-»f-«)-<f-c-)'-» 

esso è segato dal piano (5)' in una conica la cui proiezione sul piano yx è rappre- 
sentata dalla : 

{*) Per questa denominaiione ho seguito l'esempio dell'illustre Ghasles : yeggansi i ComfU$ rtndut 
del 1843. In questa teoria affuochi sembra importante da considerarsi la retta che contiene i fHoehi 
de'piani paralleli a quello della conica heaie. 
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(«• 4- fc) la -+- h(9h 4- e») ^ 4- ShB^ 4- 9©fc- 4- 5^=0. 

Ù Cr oc e O 

Qualunque sia 0, questa equazione rappresenta una ellisse od un'iperbole secondo che 
h è positiva o negativa; dunque : 

n piano della conica luogo de'centri delie comcke inscrìtte in una superficie 
sviluppabile del quart'ordine sega i coni di second*ordine passanti per lo spigolo 
di regresso di questa secondo coniche che sono tutte di una medesima specie; e pro- 
priamente sono ellissi, iperboli o parabole secondo che la locale è iperbolcy dUsse 
parabola. 

Per conseguenza : 

Se una cubica gobba ha tre assintoti reali , per essa passano tre dUndri ( di 
second'ordine) iperbolici; se ha un solo assintoto reale, per essa passa un solo ci- 
lindro {di second' ordine) ellittico. 

Dalle proposizioni suesposte credo che emerga l'importanza di dividere le cubiche 
gobbe in due generi: 

Primo genere : la curva ha tre assintoti reali; non vi sono piani osculatori pa- 
ralleli, i piani osculatori segano la superfìcie sviluppabile da essi inviluppata secondo 
coniche che sono tutte iperboli; i centri delle quali sono lutti in un'ellisse. 11 piano 
di quest'ellisse sega la cubica in tre punti reali, e i coni di second' ordine passanti 
per quest'ultima in altrettante coniche che sono tutte iperboli. 

Secondo genere : la cubica gobba ha un solo assintoto reale, ed ha due piani 
osculatori paralleli, i quali segano la superficie sviluppabile (della quale la cubica è 
lo spigolo di regresso) secondo parabole , mentre gli altri piani osculatori la segano 
secondo ellissi o iperboli. I centri di queste coniche sono in un'iperbole posta in un 
piano parallelo ai due piani osculatori paralleli e da essi equidistante. In un ramo 
dell'iperbole locale sono i centri delle ellissi, nell'altro ramo i centri delle iperboli. Il 
piano dell'iperbole locale sega la cubica in un solo punto reale, e i coni di second' 
ordine passanti per quest'ultima in altrettante coniche che sono tutte ellissi. 

Vi sono poi due casi particolari, interessanti a considerarsi e sono : 

1? La cubica gobba può avere un solo assintoto reale a distanza finita, e gli al- 
tri due coincidenti a distanza infinita. Il che torna a dire che il piano all' infinito 
seghi la cubica gobba in un punto e la tocchi in un altro. In questo caso la linea 
può essere rappresentata colle equazioni : 

à " (9 — «)' ' V "~ (0-a)* ' 7 ~" (d-af 

colle quali si dimostrano facilmente le seguenti proprietà, le quali ponno però essere 
dedotte anche dai teoremi generali dimostrati sopra : 
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Le coniche inscrìtte in una superficie sviluppabile di quart* ordine , che aJbhia 
una generatrice a distanza infinita, sono tutte iperboli , ad eccezione di una sola 
che è una parabola, e i loro centri giacciono in un*altra parabola. Le due para- 
bole sono nel medesimo piano, il quale sega i coni di second'ordine passanti per 
la cubica gobba, spigolo di regresso detta sviluppabile^ secondo coniche tutte para- 
bole. Per la cubica passano due cilindri (di second'ordine) uno parabolico e l'altro 
iperbolico. 

Questa cubica gobba particolare può considerarsi come appartenente alFuno o alP 
altro de'due generi sopra accennati. Infatti , essa apparterrà al primo genere , ove 
s'immagini che i tre punti comuni alla cubica ed al piano della locale vengano a riu- 
nirsi in un solo, che va necessariamente a distanza infinita. Ovvero apparterrà al 
secondo genere, se si supponga che i due piani osculatori paralleli vengano a coin- 
cidere fra loro, epperò anche col piano della conica locale. 

2? La cubica può avere tutti gli assintoti coincidenti a distanza infinita , ossia 
essa può essere osculata dal piano all'infinito. In tal caso essa e rappresentabile colle 
equazioni semplicissime : 

a b c 

e si ha il teorema : 

Una superficie sviluppabile del quart'ordine che abbia un piano tangente a di- 
stanza infinita è tagliata da tutti gli altri piani tangenti secondo parabole. Per lo 
spigolo di regresso passa un solo cilindro (di second'ordine) parabolico. 

In quest'ultimo caso (che è una particolarizzazione del precedente) la curva, oltre 
le proprietà generali di ogni cubica gobba, ne ha molte di speciali, di cui si tratterà 
in altra occasione. 

Cremona, 22 febbraio 1859. 
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rnn K fÈutna EvmfisDuu 

PAR A. MANNHEIM 

Caputine d*ÀrtiOerìe, répécitear à FEcole P( 



Dans celle noie, jc me propose de développer la solalion du problcme suivanl, 
solalion insérée au lome 1'*^ de ce recueil. 

1. Etani données (Fig. 1) deux courbes quèlconques A, A' et un point f or- 
ìntraire dans le pian de ces courbes; de ce point , on méne une transversale qudr 
conque qui coupé A au point sl et X' au point a'; de ces points , on méne aux 
courbes k et X' les tangentes al , aì qui se coupent en 1 ; on demande la tangente 
au Ueu décrit par le point 1 lorsque la transversale toume autour du point f. (*) 

Pour résoudre celle queslion , avons nous dil , on rem place en a el en a' les 
courbes A el A' par des coniques osculatrices, ayanl pour foyer commun le poinl f, 
el l'on cherche pour celles-ci Faxe d*homologie qui passe par le poinl /. Celle droile, 
qui esl la langenle cherchée, passanl aussi par le poinl de renconlre des direclrìces 
de ces coniques, esl facile à délerminer. D*après cela, il faul chercher les direclrìces 
de ces coniques. Du cenlre de courbure e, correspondanl au poinl a de A, abaissons 
sur a a' la perpendiculaire cp; du poinl p, abaissons sur ac la perpendiculaire pq: 
la ligne fq esl l'axe de la conique oscnlalrìce de A, laquelle a pour foyer /. Elevons 
sur aa' la perpendiculaire yè qui coupé al en e; le poinl e esl un poinl de la di- 
rectrìce de celle conique : la perpendiculaire abaissée de ce poinl sur fq esl donc 
celle direclrice. 

De méme, la direclrice de la conique osculalrice de A' esl la perpendiculaire 
abaissée du poinl e' sur fq'. Ces deux direclrìces se coupenl en g, el, d'après ce 
que nous avons dil plus haul, la droile gì esl la langenle cherchée. Nous allons sim^ 
plifier celle cpnslruclion. Des poinls a, a' menons les droiles ah, a% parallèlemenl à 
fq, f(j[ ; nous oblenons ainsi un Iriangle aath semblable au Iriangle ee^g : puisquc 
ses cólés soni perpendiculaires aux cólés de ce dernier. De méme , le quadrilalére 
aba*h esl semblable à eUg; la droile bh esl donc perpendiculaire à la langenle Ig. 
De là résulle la conslruclion suivanle : 

2. Des centres de courbure e, e', on abaisse sur adì les perpendiculaires c^, e p\ 
des points p, p', on c^aisse sur ac, a'c', les perpendiculaires pq, p'q'; on joint le 

(*) Daos VÀnalyse de» infinimerUt peliti, le marquis de l'Hopital a incomplètement traile le méme 
problème. 
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point f aux poinU q, q'; on méne, parallèlement à ces droites, les lignes ah , a'ii 
qui se coupent en h: en abcdssant du point 1 une perpendiculaire sur bh, ona la 
tangente cherchée, 

3. Pour déduire, de celle conslniclion , une relalion mélrique, mcnons , par le 
poinl hf la droile ss' parallèle a aa', 

On a 

sb sin. s^ s'b sin, bhs' 





sh 8in. hbs ' s'h 


sin. s'bh ' 


d*où en posanl 


hbs — a y s'bh = a : 


sb s'h sin. a 




sb sh sin. a 


ou 

sa 


ri. • f 
sh sin. a 


sa aq s'a' a'q' 


73 


?\ t — • ' mais 

sh sin. a 


sh af' Ih a'/' 


donc enfin 


aq 

af sìa. a' 






' aq sin. « 





4. Lorsque la droile aa! esl parallèle à une direcUon donnée , le poinl / csl à 
Tinfini el la relalion (a) devienl : 

aq sin. « 

D'après cela , on conslruira facilemenl la tangenle Ig dans ce cas parliculier. Nous 
donnerons plus loin celle construclion comme conséquence d'une conslrucUon generale 
que nous allons Irouver directemenl par la mélhodc infinilésimale. 

2""' Solution. Nous avons suppose que la Iransversale lourne autour du poinl 
fixe f', mais lout ce que nous avons dil s*applique au cas où Ton considére une 
courbe D à laquelle la droile aai esl conslamnienl langenle. Nous allons exposer nolre 
deuxième solulion en faisanl celle nouvelle hypoihèse. 

5. Lemme, Soit une drcite af, (Fig. 1), tangente à une courbe D, et coupant 
en a une courbe A ; si l'on appelle du et d<j/ les angles de contingence des courbes 

A e^ D aux points ai et {,on a i-r = — ', et, en appelant d? un élément de A, 

dy ac * 

dff = (M X dip. 

Nous laissons de còlè la démonslralion qui esl Irès sinopie. 

6. D'après ce lemme Ton a, en considéranl les courbe» A, D: -r7=- — » 

dtp ac 

Tornii. N: 4. 185». 27 
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Af i\ j . ^^' o!i , du ai a'c' 

de nieme, A, D donnenl: — -==-j-j-; donc t— ' = — X —?-=-• 

d<p ac dw oc of 

d<x (it ^ 
Celle relalion, qu'on peul écrire ainsi : -p = -^j^ (*), exprime le Ihéoréme suivanl: 

Les arcs infiniments petits, déterminés sur deux courbes fixes A, A\pardeux 
poiitions successives d'une droite teìle que aa', constamment tangente à une courbe 
D, 8ont entre eux camme les norinales ai, a'i' à A, A', Umitées a la perpendicu- 
laire à aa', menée par le point oii celle-ci touche D. 

7. En appellanl d(p l'angle de conlingence en / à la courbe L, lieu du poinl /, 
et r le centre de coiirbure de celle courbe silué sur la normale /j, l'on a 

d(p _ Ij 

é(ù Ir 

De méme, A' el L donneili 

dcp If , d&> li' 

Tn = -f-; donc --, = ^ . 

du Ir da> Ij 

Celle relation exprime le Ihéoréme suivanl : 

Les angles de conHngence, aux points a, a' où deux courbes A, A' sont touchées 
par les tangentes la , la' issues d'un point 1 d'une courbe L , sont en raison in- 
verse des portions Ij, Ij' de la normale de L> comprises entre le point 1 et les points 
oò cette droite est coupée par les normales aj, a'j' aux coutifes A, A'. 

8. En égalanl entre elles les valeurs «le -plrouvées plus haul il vieni : 



ai X a'c' // 

acxa'i "" /; ' 
mais 

al ,., a'I af ,^ o' 



^ sm a ' sm « cos (3 cos (3 

on a donc en subsliloanl : 

sin a ac X ft'/X cos'P 

sin « "^ a'c' X a/X cos'|3' ' 
d'où 

sin a' a 



sin a cl(f 

«7 



Nouft relroovons ainsi la relation (a). 
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9. CberchoQS direclemenl, aa moyen de celle relalion, li direction de U langenle 
Ig. Do point a' menons k aq h parallèle a'tt; les Iriangles qaf , a!Ju donnent : 

o'tt aq 

d'où 

SS. 

ol par suite 

— 

a M af sin a' 

®V a'^' Sina ' 

Fon voit donc que la ligne uq* csl parallèle à ^^ C"^)} de là résulle la eonslniclion 

suivanlc : 

On détermine les points q, q' comme précédemment; du point a' on méne à 
aq la parallèle a'u, cetle droite coupé qf en u : la Ugne uq' e$t perpendiculaire à 
h tangente cherchée, 

10. Lorsque le poinl / est à l'infini sur cui\ la droite qf est aiors qv menée 
parallclement à aa' et la tangente cherchée est perpendiculaire à q'v. Dire que le poinl 
/ est à l'infini sur aa\ c'cst supposer celle droite parallèle à une direction donnée; 
on a donc, dans ce cas, la construction suivante : 

On détermine les points q, q' comme précédemment; on méne, par le point q , 
la droite qv parallèlement à la direction donnée; cette Ugne coupé a'v, menée du point 
a'' parallèlement à oq, en un point y : la droite q'v est perpentticulaire à la tan- 
gente cherchée. 

11. Reprcnons la conslruction 9; menons Jh parallèlement à uq' , cello droite 
coupé qq en n, on a 

SI — ìL — il . 

r^i" j^ ' /a' ' 

fn etani parallèle à uq csl perpendiculaire à la tangente clierchée, on peul éwic 
dire : 

On détermine les points q, q' comme précédemment; on cherche un point n qui 
divise qq' comme f divise aa' ; la Ugne nf est perpendiculaire à la tangente cher- 
chée. 

(*) Cela peut évidcmment se démontrer sans passer par rintermédiaire de la relation (a). 
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12. Nous avons, jasqu*à présenl cherché la tangente à la courbe L; il est bien 
évident, que si L, A, A' sont connues, on peul déterminer /. Il suffit pour cela d*in- 
verser la constniclion 9. On peul aussi se donner L, A et son centre de courbure 
e, /, et chercher le centre de courbure e' de A'. 

Proposons nous, par exemple, le probléme suivant : 

13. On demande de construire le centre de courbure, de la courbe que l'on 
obtient en divisant dans un rapport Constant m, les ordonnées d'une courbe donnée. 

Dans ce cas L est l'axe des abscisses et la droile aa' lui est toujours perpen- 
diculaire. D*après cela, les points q, q\ v de la construction 10, sont en ligne droile 
et l'on conslruìl e' de la manière suivanle : 

On détermine q et l'on méne qq' paraUèlement à aa' ; cette droile coupé la 
perpendiculaire a'q', élevée sur a'I, au point q'; on revient de ce point au centre 
de courbure cherché. 

Solution directe. Rempla^ons en a la courbe A par une parabole osculatrice 
ayanl pour axe une droile parallèle à aa\ On trouve évidemment qq' pour Taxe de 
celle parabole. En divisant ses ordonnées dans le rapport Constant m, on obtient une 
parabole ayant méme axe que la première et osculatrice de A'. {*) Gonnaissant Taxe 
qq' de celle parabole, on a q' et par suite e'. 

En appliqoant la relation (6), on trouve que 

ac 

oP 1 

^ ' oc m 

W 

14. Nous avons suppose les ordonnées perpendiculaires à L, la construction 10 
s*applique évidemment au cas ou elles soni obliques. On a aussi la relation (e). 

Si Ton suppose m == 1, les ordonnées etani obliques, on a 

ac a'c' 

5^ = a'F' 

on voil donc que : 

Pour deux points correspondants a, a', les rayons de courbure sont entre eux 
corame les cubes des tangentes al, a'I. 



(*) On sait, en effet, que lorsqu'une méthode de (ransformation est Ielle qu'à un point d'une courbe 
correspond un point de sa transformée, elle donne lieu, pour deux courbes osculalrices, a deux courbes 
qui sont aussi osculatrices. 

(**) Voir : des Méthode$ en Geometrie par M'. P. Serret: pag. 96. 
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De la relation (b)y on dédoil ausai, en supposant toujoarsm =» 1, qae les pro- 
jections de ìkq et de a'q' sur a a' sont égàUs, (*) 

li esl facile de voir, que ces deux dernìéres propriétés soni vraies pour deux points 
quelconquea d*une conique. 

15. La construclion 10 s*applique aussi au probléme sui vani : 

Par un point a, d'une courbe donnée A, on méne une parallèle à l'axe des 
abscisses; par le pied de Vordonnée du mime point, on méne une parallèle à une 
direction donnée; ces deux lignes se coupent en a': lorsque le point a décrit A, a' 
décrit A', dont on demando de construiref le centre de courbure, 

Les deux propriélés énoncées au n? 14 soni encore vraies pour les poinls corre- 
spondants a, a'. 

16. Nous ferons remarquer pour lerminer qu*on arri ve a des propriétés inléres- 
santes, en considéranl deux coniques homofocales 4, L. 

On trouve ainsi la propriété suivante: 

D*un point 1 on méne à une conique les tangentes la , la' , on détermine les 
points q et q' comme précédemment; les longueurs aq , a'q' sont vues du point 1 
sous des angles égaux. 

Observation. Nous pensons que les lemmes, qui précédent ordinairement les re- 
cherches de Geometrie infinitesimale, pourraient étre mis en ordre et constituer des 
Eléments de Geometrie infinitesimale, C*est dans le but de fournir des matériaux 
pour la formation de ces eléments que nous avons explicitement énoncé les théorémes 
6 et 7. 

Pour compléter ces théorémes nous ajouterons : 

Pour un mouvement infiniment petit de aa', les variations angulaires dX, dV, 
des lignes oa , oa' que l'on obtient en joignant un point quelconque o aux points 
a, a', sont entre elles comme sin.foa X sin. loa est à sin.foa' x sin.loa'. 

On peut donner à cette expression de -^ des formes très différentes. 

Paris. Juin 1859. 



(*) Cette propriété peut s'énoncer ainsi : 

Lor$qu*une eourbe postède un diamHre reetiligns, let rayom de eourhure, eorretpimdaiU aux «xtré- 
mitès a. a' d*iifi« eorde conjuguée, soni etUre eux eomme le$ eubes dei Utngentti al , a'I Usues dei ponUt 
a, a' et limitéet à leur point de reneontre I. 
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SUR QUELQUES FORMULES POUR LA DIFFÉRENTIATION 

PAR xìl. A. CAYLKY. 

(TraducUon par Tauteur d'un mémoire présente à la Société Royale de Londres 

le 26 Novembre i857.) 



fin cherchanl une formule dans la ihéorie dcs inlégrales définics niulliplcs je fus 
conduil il y a plusieurs années à cliercher les coefficienls différcnliels succcssifs de 
Texpression {^x -h X — ^x -h rì^' , et Ics résullals que j*ai Irouvés soni donnés 
dans le Mémoire « On cerlain formulae for dìfTerenlialion wilh applicalions lo Ihe 
cvalualion of definite intcgrals, Camb. an. Dub. Mathematical Journal lom. II. p. p. 
122 — 128 (1847). J'ai depuis cherclié les coefficienls différenliels successifs de Fex- 
pression plus generale [ {x -h À) {x -h fi) ]'* {^x -h X — ^x ■+- fi)*', mais Tinvcsli- 
galion n'élail pas achevée. Mon altention fui rappellée à ce sujcl par deux identilés 
remarquables Irouvées par le Prof. Donkin dans son Mémoire « On the equation of 
Laplaces funclions eie. » Phil. Trans, l. 147 (1857) p.p. 43, 57, au moyen de la 
comparaison de ses résullals avcc ccux du Prof. Boole; idenlilés qui apparlenaienl, 
je Tappercus, à la classe dcs formules ci-dessus menlioiinécs: la première de ces dcux 
idenlilés se déduil en effel asscz facilcmenl d*unc formule exposéc dans mon mémoire; 
la démonslralion de la seconde identilé esl beaucoup plus difficile, el je n'ai réussi 
à rélablir qu*en la faisanl dépendre de Télablisscmenl de regalile des coefficienls nu- 
mériques de deux expressions de la mcmc forme. Je suis depuis revenu aux invesli- 
galions incompléles doni j*ai parie ci-dcssus ci Ics résullals quc j'ai Irouvés soni donnés 
dans le présenl mémoire. Je rcmarquc quVn écrivanl pour abréger 

P == 2x -h >. 4- ." , Q = \/{x -hA){x-h IJ-) y R = i^x 4- / - ^J^T+^iif 

le sujcl auqucl apparlicncnl lous les résullals est la di(Tércnlialion de Tcxprcssion 
P*Q^R''': Texpression ci-dcssus mcnlionnée [(a; 4- 3^)(x -i-,a)]** (V^aj-f-X — ^x-hyV' 
CSI de la forme doni il s'agii, ci la qucslion qui s*y rapporlc est celle d'oblenir le 
dèvcloppemcnl de I>« P« Q'^ R'-', ou a = 0. 

Ln question suggérée par la seconde idenlilé du Prof. Donkin esl celle d'oblenir 
le développemenl de (P~'Q* DJ" P* Q^ R^, ou a = y — (3. Gomme la démonslra- 
lion de ces idenlilés esl l'un dcs objels de ce Mémoire, j'ai donne dans la première 
seclion la réduclion dcs idenlilés à la forme sous laquelle je les ai depuis considé- 
rées. La seconde seclion se rapporlc au développemenl de Texprcssion D^ P« Q^ Rv 
ou «.= ; la Iroisième seclion à celui de Texpression ( P~* Q'» D^ )^ P* Q^ R^ où 
a == 7 — (3 : enfin la quatrième seclion conlienl l'application des deux idenlilés , et 
quelques aulres applicalions des formules. 



PURA ED APPUCATA. ai 5 

S I 

1. La première des deux idenlilés du Prof. Donkin est 

(sin 9 D^ sin ey (tang \ 0)" = 1. 3. 5 ... (2« — l)(8Ìn 0}*" 

la quelle est Téquation (27) article n? 14. de son Mémoire. {*) 
En écrivant coiO = t ^ l'équation devient 

/ V» ly. (VThT?- 0' _ 1. 3. 5... (2n — 1) 

^ ^ *^~7rT? (1 4- i'r' 

et en posant corame à Tordinaire i = V — 1 on obtient 

vTT?~ 1= — i {}/tn - v/r^ly 

el en écrivant aussi 

1. 3. 5 . . . (2n — 1) = 2*. i . 1 . 1 . . . (n — I) = 2" [n — |]" 
la formale devient 

Ce qui est un cas particulier de 

^ (}/^n:i ^ •^TT/x)'* _ (-~r(R ~ f.)»"[n - i]» 

ouy en écrivant comme auparavant 

la formale est 

D; Q-« R- = (-)• (X - ^)-[n - \] <r»-'. 

2. (**) La comparaison mentionnée article N! 5 du Mémoire du Prof. Donkin 
donne 

(sindr (sindD^sin ^rj/j^ef^- lang|0 H- F^jj^^^ j j 

+ (-)-o.-.rF(i^!^*'-)j 

(*) Vedi la noU in fine. 

(**) Le lecteur pourrait omeltrc cet article qui ne faitquenontreryqu'anecertaine formule du Prof . 
0onkin se redoit a ton identité leconde. 
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ou fjL = cos 6 f et après les différenlialioQS fi = cos 0. Les parlies qui contìenoenl 
les fonctìoDS indélerminéesyet F doivenl étre égales, chacune prise à pari de l'aulre. 
Les parties qui coDliennenl f seronl égales, si celte égalilé subsisle pour fx^x'y 
Oli s esl un indice quelconque; c'est-à-dire regalile subsislera si 

(sin 0)— (sin D^ sin 0)"(lang i 6)' 

ou enfin en écrivanl fx, au lieu de /a', si 

(sin e)— (sin e Dfl sin 0)»(lang ^S)' = fx— '(1 — f^')*'{ !>;«-) f^""*" (1 + f*)""* 

où fjL = coso ; c'esl en effet la seconde des deux idenlités du Prof. Donkin. L*éga- 
lite des parlies, qui contiennent F dépend de la méme manière de Téqualion 

(sin 0)-"(sin $ he sin 0)"(tang ^0)'= (— )"(! -- ;*")*' (l>/.~) f^""*"(l — f*)""* 

laquelle se déduil de Tautre équalion en y écrivanl 180^ — au lieu de 9. 
3. La seconde idenlilé (Voir article N? 16) est 

(sin 0)-»(sin D^ sin 0)"(lang i oy = ^"-'(1 — /x»)»' (D^-) f***'(l -h rì"-^ 

où comme auparayant fi = cos 6. En écrivanl col 9 = t^ et en faisant allenlion, quo 
le cóle gauche de Téqualion peul s*écrire sous la forme 

(sin 0)—' (sin'0 he)" sin 0(lang {9^ 
et que l'on a 

sin 9 = , tang \9 = v/T+T— i , sin»0 D^ = — D, 

le coté gauche devienl 

Vi -hi' 
Le còlè droil peul s'écrire sous la forme 
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el en obserranl qne 

le coté droit devient 



(^"■)V 



(T+l^p^V « 7 (1 + t»)-»(^r+T- 0"-* 

et en comparanl les denx expreMÌons on oblienl 

V * 7 (i + n-'iv/i + «•-<)•-' 

el de là en écrivant comme auparavant t= V — 1, el 



la formule devient 






laqueUe est nn cas parliculier de 



| T(» + x)(« + m)]* p -|"_ 



[(« -». X)(* + f*)J*-« (/* + X — V« + fi)"— 

[{X + X)(a; + ft)]'-^' (y/JTx - •ir+7)" 
(ax + X -+- h)— *■ - V(x + X)(* 4- m) 

«'esl-à-dire de 

(P-« Q* DJ"(P**^* Or*'*' fi~"*^) — P-"**-' Q"** I^ (Q^» R') 

$• II. 

4. En écrivanl comme anparavanl 

P«=2aì4-X + |», Q = V(« 4- X)(« 4- f.) , R = (»/J^I _ \/iir^)». 
Tarn. II.N:4. i889. 28 
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On a R = P — 2Q, et en écrivant pour abréger 

On oblient aussi 



On trouvc de plus 



A=P'-4Q', ^ = P+2Q. 



D,P = 2, DxQ = ||, D,R = -~ 



5. Les derniéres formules donnent 

D,P« (y Ry = 1 (3P«+« Q^» Ry— yP« Q^« Ry + 2aP«-' (y Ry 

formule doni on pourrail se servir pour chercher D^ P* Q^ Ry ; on a par exemple 

DI P« Q^Ry = { P((3 — 2)P«+» (y-^ Ry — I y(2p — 1)P«-^' (f^ Ry 

4- [^(2« 4- 1) + y"] P« Q^' Ry - 4«yP«-« Q^« Ry4«4(«-l)yP«-a q^ j^y 

ci ainsi de suite. Et de méme 

P-' Q4 D,. P« (y Ry = ^ (3 P« Q^** Ry— yP«-' Q^+3 Ry^ 2aP«-» Q/»** Ry 
et de là 

(P-' Q* D,)* P« (y Ry = i (3((3 4- 2). P« (y-*"^ Ry — ^ (2P4-3)y. P«-' Q^-^^ j^y 

4- [2«((3 4- 2) 4- y*]. P«~* Q^** R^ — 2(2« — l)y. P"-^ (y+7 Ry 
4- 4«(« — 2). P«-4Q^+»Ry 

et ainsi de suite. Mais il serait difficile d'obtenir de cette manière rexpression de la 
r""" répétition de Topération D, , ou P~' Q* D, sur P« Q^ Ry et je ne poursuis pas 
la question. 

6. Je vais a présent chercher le développement de D^. P'' Q^ Ry (a=0) ou ce 
qui est la méme chose D^ 0^ Ry. On a 

D,(yRy = i p P(y-» Ry — yQ^' Ry. 

Ou en substituant pour P la valeur 

on a 

D, (y Ry = — (P 4- y)(y"' Ry — f P A(y— Ry-'. 

La répétition de l'opération D^^ donne évidemment une expression de la forme 
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D:-(yR' = (-rL,, Q^R* 



+ {~)'^-^^r>»^'Q^~^^'~* 



i 

2' 



+ -^L,.^rA'Q^"R*-' 



et on oblient pour L^,9 l*équation aux différences 

L.+,.fl+. - ((3 -h y - r - 20 - 2)hr.e^, - (p - r - ©)L,.fl = 
laquolle, avec les conditions particulières 

suffìt pour déterminer les coéfficienls Lr,$ de la formule. 

7. Avant d'aller plus loin, je vais considérer le cas particulier |3 = . L'equa- 
lion aux différences est ici 

U^. .fl^. - (y — r - 20 - 2)L,,«^, + (r + e)Lr,^ = 0. 

Et Ton satisfait à celle équation en posant 

ou ce qui esl la méme chose 

_ (-)g a^' y[g — i]g [r 4- e — 1]^-^' [y - g - i]'^"' 

En effet on déduit de la première expression 

L,+i .fl+, — (y — r — 20 — 2)L^, 9^, 

= 2^- [0 + 1]^^' <" + g) [r 4- g - 1]'^ b-e-^ 2]-^> X 
[ (r 4- 4- i)(y — r) — (y — r — 20 - 2)(r — - 1)] 

el le facteur en [ J est 2(0 -f- l)(y — — 1), de manière, que Texpression de- 
vienl 
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Do lù on voit loul (le suite quc les valcurs de L^^o» L^^r^^nl 

où daiìs la dernière cqualion la nolation au cóle droit dénolc une factorìelle à diflTé- 
reiice — 2. 

12. Les autres cocfficiens L^,, L^,, eie. peuvciU s*obtenir successivement par une 
tnlcgralion direcle des cqualioiis ; el quoiqu*on ne les oblienne pas de cette ma- 
nière sous la forme la plus commodc, copendanl il convieni de donner rinvesligation. 
Pour Irouver L^,, on peul écrirc 

réqualion pour M^,, sera 

( P-r)[p-f-y]- (P ^r)(p-t-y)(p+y-- 1) 



M,.^..x M,.. |-(3_^y_2]'^' (P + y - r)(l3 + y - r - 1)(13 4. y - r - 2) 
la quelle peul aussi s'écrire 
li _M , , - i(r4-2)(r4-l)(y-2) (r+lHy-l) . -|r(r~l)y 

Celle équalion a une solution 

Ai ^r B, 



|3-+-y — r— 1 (3-4-y 
cela donne en eftel 



^r+l , "r-n A^ — D^ 



M.,...- M„.= 1 + ,^:r,_a + .^:' .::. + 



P-+-y~r— 2 (3-f.y — r — l p-i-y— r 
el Fon doil ainsi avoir 

A,H.. --= - i (r + 2)(r + l)(y - 2), 

B.+.— A,= (r + l)r(y - 1) , _ B,= - i r(r - l)y 

équations qui soni satisfaites par 

Ar = -|(»--l-lMy-2), B, = ir(r-l)y. 

Les condilions aux limites soni aussi salisfaites , el en formanl l'expression de L,^, 
on oblienl 

l -ra-^-v "lYr I -Ur+mv-i) , ir(r-l)y \ 
13. La valeur de L^,, peul s*oblenir par un procède semblable, et Ton a 
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oò 

A,= ^(r4-l)r^(r'4-5r— 6)y*4-(— llr*- 3ir + 42)/ 4-(24r*-f- 48r-72)^ 
B,= — Ar(r— l)nrV 3r — 2)7*-f-(— 7r*— 13r -+- 6)7 4- 8r*4- 16r^ 



C,= ^(r - l)(r - 2) ((r* 4- rly'-h (~ 3r»- Sr)/) 



48 



D.= - ;^(r - 2)(r - 3)((r'- r)/4- (r'- r)y) 



et l'on peut remarquer que les suites des coefficients numériques ( 1 , 1 , 1, 1 ) , 
(5, 3, 1, — 1), ( — 6, — 2, 0, 0) ont respeclivemenl les premìèrcs, secondes, el troisièmes 
différences égales à zèro, les suiles (—11, —7,-3,1), (—31,-13, —3, — 1) 
ont respectivement les secondes , et troisièmes différences égales à zèro , et la suite 
(24, 8, 0,0) a les troisièmes différences égales à zèro. Je remarque que pourr=l, 
r=2 les expressions de L^.,, , L^,, donnenl 

t..._ ,,.,-4, 0+,-5, (. + tìl±^+^^^)- W - S) 

les quelles s'accordent avec les résultats donnés par Texpression generale de L^..^ . 
14. L'expression de L^,, peut se transformer en 

Lr..== flP[P -h r - 2]--« -ir(r-- 1)[P -h y - 2^' 
et Texpression de L^,, peut de méme avec beaucoup plus de peine se transformer en 

l p(p - 2)[P ^. 7 - 4]-» 

L... = i r(r - 1) U(r - 2)7(P - 1)[P -4- y — 4]-' 

( 4- i (r - 2)(r - 3) i(l8 -h 1)P[P 4- y - 4]^^* 

et la forme de ces équations eld*autres considérations m*ont conduit à assumer en 
general 
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^*A..,[r]-[P + r-2fl]'-«'. 

15. En posant pour plus de conunodilé $ — 1 aa liea de 9 dtns l'éqatUon aiu 
différences celle éqaalioo devient 

et paia substituant dans celle éqnalìoo la yalear assamée de L^j , el les valenrs 
correspondantes de L^,.i et Lr,t.| . 

Le terme general aa coté gauche sera 

X[{r4-i)(|5-4-7— r— — «r)— O + y — r — 2«)(r — « — <r + 1) ] 

IVjqpressioo en [ ] est (0 + v)({3 + / — id + 1)» et en subslitiiaiit celle Tafew le 
terme general au cóle gaudie devient 

Le terme general au cdlé droit est 

X(? — r— •4-l)tf + r — >»4-») 
Ami le denìer fMlew est ^al à 

(3 -H r — r — » 4- 1 + •)(?— 8» -i- S — ») — (r — • + 1 — »)(y -t- ») 
et ea sabstìtMut tette Talenr k lerae derieat 

^~^' ^ Ì-{rf-**^?+7-9» - ir*-^' (p - SM+ S— )àfc^ 



W[»-i-»J 
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En écrivtnl dans la seconde ligne (ce qui est pennis) «r — 1 , tu lieu de «r celle 
ligne devienl 

et les deux lignes ensemble seront 

H^C^-IV ^ ^''^"'"' tP -^ y - ^^ -^ ^J^"' 

X [ (9 - (r)(P — 29 4- 2 - «r)AaL-,,. -h 2(r(7 4- «r - i)A^,.,-,] • 

Ce qui est le terme general au coté droit. En comparant cela tvec Texpression ci 
dessus trouvée pour le terme general au coté gauche on obtient 

(9 4- <r)A|,. =- (e — flr)(l3 — 29 4- 2 — a)A«^,,. 4- 2(r(y 4- «r — i)At.,.,-, 

pour réqualion aux différences à laquclie doit satisfaire le coefficient A|,,, en y écrivant 

A#^=[r-4-a-i]'B,., 

on aura pour B»,, l'équalion 

(Q 4- (t)B,., = (9 - (r)(l3 - 29 4- 2 — (r)Ba.„. 4- 2(r B,.,.,.. 
et on voit sans peine que les conditions aux limiles soni 

B,^, = 0, B,.,^., = 0, Bo.o=i. 
16. On a en particulier 

B|.o - (P - 29 4- 2)Bau.„o » B,,, = Bau.,.*., 

et de là 

B,,o = [P, - 2]* , B,,, = l. 

Les autres fonctions B» ,» soni des fonctions rationnelles et entiéres de |3 , du degré 
9 — «r, données par Téquation aux différences; mais les coefficients numériques des dif- 
férentes puissances de ^ n'admettent, à ce qu'il paraìt» aucune expression simple; les 
fonctions B»,, sont, pour ainsi dire, une espèce de transcendautes rationnelles propres 
pour exprimer la valeur de L^^, et il sera sufBsant de tabuler les valeurs de B^,, 
sans pousser plus loin la recherche de la loi de ces valeurs. On a en effet pour 
Bo»o* Bi,o» etc. ... B,,| les valeurs 

1, 13, P(13~2), l3(P-2)(^--4), (3(|3-2)(l3-4)(P-^6), etc. ... 

i, P-i, P*-413 4-^, ^3-9p'4-§P- I* 

i , P-2 , p«-6P4-7, 

1 

ToB II.N;4.I8«9. 29 
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17. Puis en substituanl pour A«,, la valeur [y + v — 1]*^,> <"> tronve 

U., = ^ B,^ W [(3 + y - 29]-* 



+ [0 - V' ti]. « '^•.' [y]' W**' [P + y - 2«] 



r— ^I 



r--9— 9 



+ 7^* é- 8m [/ + e - 1]' W" [P + y - 28]-'» • 

Ce qui est l'expression de L,,t dans la formule 

9 

m 
• 

$. III. 

18. Je passe à présent au développement de 

(P-«Q4D,rP«(yRy («=y-P) 

ou ce qui est la méme chose 

(P-' Q4 D,)'^ V^^ (y R» 
On a comme auparavant 

P-» Q* D,. p« (y Ry = I p p« (y+* Ry— yP«-« (y+' r^-h 2aP«-* (y+4 rv 

et de là 

P^' Q4 D,. py-^ (y Ry= 1 p py-^ (y+» Ry— yPy-^» (y+3 Ry4-2 (y—pjpy-^» (y-^-^Ry 
= i P(P — 2Q)py-^» (y+' Ry— (7 — 13)(P — 2Q)Py-^ 0/3+3 Ry 

c*esl-à-dire 

p-« Q4 D, py-^ (y Ry= 1 p py-/>"« (y+a Ry+i_ (y — j3)Py-/»-« (y+3 i^y+, 
On peut donc écrire 
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(P- Q* D,)' P^' (y R» = jSr N„. Vr-^ Q^" R»+' 

«l on trouve pour N^,! l*équation tux différenoes 

laqueHe avec les conditions aux limites 

N,^, =0, N..r+.=»0, No.o=l 

détermine le coefficient N^..^. 
Olì a, en particulier 

N,H..^ = (P + 2r)N,.. 

N,+... = (P + 2r + 1)N,.. + (y - P -r)N„o 

N,+... = (P 4- 2r + 2)N,., + (y _ (3 - r - 1)N,.. 

les quelles donnent tout de suite 

N..0 = [(3 4- 2r - 2, - 2]^ , N,^ = [y ~ p, - 2]'" 

19. L*équation ressemble a celle pour L^^^ et Fon pourrait croire que Tintégration 
s'accompliraìt d*une manière semblable, mais cela n*e3t pas ainsi; car en considerane 
la seconde équation de la suite, c'est-à-dire 

N.^,,. — (P 4- 2r 4- i)N,,. = (y ^ p _ r) [P 4- 2r - 2, ~ 2j^ 

«n y metlant 

N^. ==[P + 2r-l, -2]'-M,.. 
«n oblient 

[P + 2r + 1, - 2]'*' (M,^..,^ M^O = (y _ p _ r) [P + 2r - 2, -2]' 

«l de là 

M _M _ (y - (3 — r) [P + 2r - 2, - 2^ 
Mr+.,. M,., [p + 2r + 1, - 2]'+' 
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MM ki fKt€«ri étn mniéraCear, et «hi àénoaùmUwp oe sonft pos in (ce i|« 
▼aìt dbMM réfratìM poor la fuslité déiM)!^ MparaTanC par le nene syabole M^.,> 
4e b liéflK foriiey el il n'y a pos de siaipiicalioa dai» h forme de b fraclioa. Eb 
émraac sveceimemeat r — l, r— 2y..,2, 1,0 poor r oa trarre 

(y-P-r-f-lHP-f-ar- 4),..«3-ha)(5 
" " "^ (|3 ^ 2r- 1) . . . (13 -H5)(i3 -f. 3) 

et de b 

K,, « (^ ^ 2r - 1)..(^ -H 5)(i3 + 3) ^y-p^ -^— ^ -^ (|3;h^ 5MP H^ 3) 

(P -+. 2r - 1) ... (13 H- 5)(^ -+. 3) 

Il ne parait pas qve b loit en [ ] poi«e étre additiooée , et ceb le m péc l ie de 
pooieer plus loia b reeberefae de b forme des coeffieienis N^^ ; la solntioo teUe que 
je fai troorée est dooe donnée par TexpreasioD de ( P~' Q^D/^F^Q^ R' en 
termes des eoeffieients nnmériqiies N^^ , et par Téqnatioa am diflé r e D ces et eoodi- 
tions avx limìtes qui détermineot bs eoeffieients N^^. 

$. IV. 

20. La première des identités da Prof. Donkin est 

D;(r« R'= (-)- A- [n - iJ-Cr»*-. 
Mais par ane forme ci-dessns trooyée n? 9 en y écrivant n aa liea dey on a 

i— i — Dr*' R* = A- [n - i ]• Q^— ' 



et en remarquant qoe D« R" =» — nQr* R* on voit qne les deax formoies sont iden- 
lìques et la verité du théorème est ainsi démontrée. 
21. La seconde des deax identités est 

!>-••►'-« Q»»-^» D; ft-' R' = (P~' Q* DJ" p-*-*-» Qr-»*-*-» R-*-*", 
On a par la formale (n? 10) en y mettant s au liea de 7 et n + 1 aa liea de r. 
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i-^' K*« R' = L' .^ Qr*-' R' 



où 



22. Ed renTersant l*ordre des termes et mellant ausai L'^^i^f = V,._i de ma- 
nière que 

V [« - ? — ^]""* [2» — 0? [a —n -4- 9 — 11* 

v.= M*'' 

Olì obtient 

i^:;^* D;+« R' = Yp A» ©->—« R'-» 



4- V» A*-* Qr-a«-i+« J^*-«+« 

« 

4-V,Q— «R' 

el en remarquant que D^, R' = — sQr^ R' , et que l'on a ausai A == P* — 4Q* » 

et R = P — 2Q de manière que AR*"'» (P + 2Q), Téquation peut s'ècrire sous 

la forme 

Q.«+. p-*+,-f DJ Qr-i K =^ (_)• X Vo(P H- 2Q)« p-*+'-« QR' 

4. Vfl(P 4- 2Q)— • P-**-! Q«+» R' 

4- V, p-*-»^« Q»-^* R' 
et en développant les binomiels on obtient 

Q*«^* p-*4.*-ì 0» Qr-i R* ==. (_)« X (VJP^' QR' 

([jji 2«Vo4. V.)p- Q' R'-+-([^' 2*V.4. t!p^ 2W.+ V.)P-' Q3 R' 

+ (2* V.+ 8"- V, .... + 2'V»_, + V.)P-^' 0"+' R'. 
Cela devrait étre égal à 
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(P-« Q« D,)- P^*-' Q-»-+" R—+' 
et le déreloppement de eetle derniére expression se dédnit da celai (n? 18) de 

en y ccrivanl n, — 2n -t- 1, — n 4- « aa lieu de r, P, y; la valear sera ainsi 

= pN.^P-QR'- 2^ N... P- r R- 

+ gL^N... P-» CPR' . . . + (-)• N... F-^' Cr+' R' 

ce qai est de la méme forme avec le développement de la fonction aa coté gauche 
de réquatìoD, et ridentité des deux expressions dépend des éqaations 

2^ N... = (-)- (M; 2'V. + V.) 

N„., = (2- V.4- 2»-' V. ... 4- 2V_. -h VJ . 

Mais comme on ne sait pas la forme generale des coefficienls N«,« je n'ai pas pu 
vérifier complètement ces équations. On a cependant en mettant n, — 2n + 1 , 
— n -h s pour r, |3, y 

N«,o = [— 1, 4- 2]« = (-r [2n - 1, - 2]» = (- 1)" 2- [n - i]« 

N„..-=«[-3, -f-2]— '=(~)'-'«[2n— 1, — 2]— »=(-.0""'2"'-'s[n— |]— ' 

et les deux premiéres équations seront 

[n - lJ-= [n - 1]-; «[n - i]-' = ? 2[/i - \f -f- [n - |J-' (2n - l)(s - n) 

où dans la seconde équation Texpression aa coté droit est 

[2n 4- 2(» - n)] [n - \Y = 2» [n - i]-= s[n - i]-' 

comme cela devrait étre. La derniére équation de la suite est 

K^ = 2*V. + 2"-« V. . . . . -h 2V»«. 4- V, 

et comme on a N„^ = [n 4- » — 1, ■— 2]", cette derniére équation pourrail aussi 
se vérifier. 
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Nota al N? 1? del §. I. 

(*) Onde meglio riconoscere ii pamggio di queste identità del Sig. Prof. Donkin alla forinola, che 
dal Sig. Gayley si riporta col fare e ot 6 s> I, non sarà inutile di accennare qui una trasformata dell' es- 
pressione simbolica 

(sen 6 Dq sen G)» 

neiraltra 

(sen e)-*(8en^ Dq ì^sen 6 

qual trasformaiione dietro mia richiesta, mi venne gentilmente indicata dal medesimo Sig« Gayley con 
sua lettera del 8 Agosto scorso : osservo primieramente che con la formola simbolica 

(sen 6 Dg sen 6)" 

s'intende la ripetizione successiva dell'espressione simbolica sen 6 D^ sen 6 sopra se stessa: così per n«S, 

si avrebbe 

sen D* sen . sen 6 D^ sen 

la quale secondo le forme consuete si dovrebbe scrivere piuttosto 

sen 6 Dq . (sen . sen 6 D^ sen 0) 

ovvero 

senOD^ . (sen^cosG), 

e quindi eseguire l'altra derivazione indicata. Ciò posto sarà facile di riconoscere l'egu aglianza delle duo 
espressioni simboliche 

(sen e Dq sen 6)» , e (sen 0)-i(sen^ Dg )« sen 0. 

Infatti per n s 2 si avrebbe dalla prima per una specie di moltiplicazione simbolica 

sen 6 Dq sen 6 . sen 6 D^ sen » sen 6 D^ sen^ D^ sen 6 s (sen 6)-i sen^ D^ sen^ D^ . sen 

e quindi 

(sen e Dg sen Gp = (sen 6)-* (sen»e Dq l'sen 6 

e la medesima formola avrà luogo per una potenza qualunque. Facendo ora cot 6 s i si avrà primiera- 

dO 
mente — -^g « — di ; e riportando i simboli di derivazione rispetto a 6 , e I ad una medesima funzione 

si potrà egualmente avere un'equazione simbolica 

(sen 6)2 Dg = — D« 

Pi qui si trae immediatamente la formola riportata dal Gh. Autore. 

R T. 
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DMOSTRAZIONe DELL1RREDUTT1BILITÀ* DELL'EQUAZIONE FORMATA 

CON LE RADICI PRIMITIVE DELL'UNITA*. 

NOTA 

DEL SIG. V. A. LEBESGUK 

Membro Ck>rrÌ8poadente dell* Istituto di Francia, 
Professore onorario della facoltà delle Scienie di -Bordeaux. 

Una radice deli*equazione 

«" = 1 

é detta primitiTa quando tutte le sue potenze p, p', p^, . . .p""', p"= 1 sono dif^ 
ferenti e compongono la serie compiuta delle radici dell'equazione 

Ciò avviene a cagion d'esempio aiiorchè si prende 

27r 2» 



P 



= cos h sen — v — 1 • 



n 



La potenza p* è anch'essa radice primitiva se a é primo ad n, ma non è tale nel 
caso contrario» poiché se ^ divisore di n dividesse anche a» si avrebbe allora 

(P*)^= 1. 

Se pongasi 

n =p*^i^ , . . . 

intendendo che i numeri p, q^ r, .... siano primi e diversìi e 

^(»)=p-'(p-l)g*-«(g-l)..., 

le radici primitive saranno in numero <f(n) , e dipenderanno da un'equazione di grado 
ff(n) 

¥(x) = 0. 

La regola per formare il polinomio F(d;) avente coefficienti interi jfe abbastanza 
nota, e può leggersi negli Eserdzj del signor Cauchy, anno 1829. 

L'irreduttibilità dell'equazione 

V{x) c= 
abbastanza facile a provarsi per 

n = p e fi =p* , 
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supponendo p numero primo, sembrava molto meno agevole a dedursi nel caso ge- 
nerale. Nel 1854 il signor Kronecker ha data la dimostrazione compiuta nel t. XIX 
del Journal de McUhématiques, facendo uso, per ottenere teoremi più generali, della 
dottrina de'numeri complessi formati con le radici delFunità. Poscia il signor Arndi 
(Giornale di Creile, t. LVI, p. 178) ha data una dimostrazione più breve. Cercando 
di chiarire la sua Nota, resa oscura nella sua seconda parte da un errore di stampa 
che non si scopre immediatamente, ho recata a compimento una dimostrazione inco- 
minciata da lungo tempo, che mi pareva divenuta inutile dopo la Memoria del signor 
Kronecker. 

Eccola tuttavia : essa non è altro che una modificazione di quella del signor 
Arndt, ed è assai facile da seguirsi. 

Proposizione I. — Sia 

F{x) = 

l'equaùone formata con le radici primitive dell'altra equazione 

«" = 1 , 

di più 

n =p'q'r' . . . , ^(n) =/>-' {p - 1)^*^» (^ - 1) • • . 

come fu detto dianti, e 

n = p*n' : 



p = F(a5'). G(x') , 



9Ì avrà, posto x' ==: 1, 

€, per n'= 1 , 

P = F(l) , 

indicando con la caratteristica G una funzione di x avente come F t coefficienti in- 
teri e che si riduce all'unità per n'= 1. 

Quando n contiene piii numeri primi differenti, si ha sempre 

F(l) = 1. 

N, B, Tralascieremo la dimostrazione di questa ultima parte clic non è neces- 
saria per la dimostrazione dell'irreduttibilìlà. 
Proposizione II. — Se l'equazione 

F{x) = 
è redutt^Ue, si avrà 

F{x) = /,{x)f,{x) . . . /,(x), 

dove i polinomi irreduttUnU ft(x) aventi i coefficienti interi saranno tutti del me- 
desimo grado. 

TooK II. N? 4 ISSO. 30 
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PioposizioifE III. — La proposizione I mostra che la risoluzione in fattori sup- 
posta nella proposizione II è impossibile; donde emerge l'irreduttibUità dell* equa- 
zione ¥(x) = 0, qu€dunque sia l'esponente n. 

Ecco la dimostrazione della proposizione I. 

Si ha 

(a) ^7^= {(xf)'^' -f- {af)'^* 4- ... 4- a? H- 1 = F(»). G{x). 

af—ì 

Per n = p*, sì vede da quanto precede che 

G(aj)= 1. 

Cosi, fatto « = 1, si ha in questo caso 

P = F(l). 
Generalmente^ se 

X = ì ovvero x = 1 » 



m 



ne risulta 

x"=ì , 

e pel^ conseguenza l'identità (a) porge 

p = F(a?'). G(«'). 

La dimostrazione delle proposizioni II e III dipende da teoremi assai noti. Se 
dall'equazione a coefficienti interi 

y[x) = «"•-+- Aa5"^*-|- B.ar-*-f- ... -4- M = 0, 

le cui radici sono «y |3» /» . . . si passa all'equazione del medesimo grado 

f(aj') == aj"*-h A,aj""-'-f- B,«"^*4- ... 4- M,= , 

che ha per radici of ^ |3* » /» . . . » supposto k un intero positivo, i coefficienti A^ , 
B, » C, , . . . M, sono interi. Ciò basta per provare la proposizione II; ma per la 
proposizione III conviene aggiungere che se k = p* essendo p un numero primo, i 
coefficienti A, , Bg , C, , . . . divengono 

A •+• p A , B -f- />B' 9 C 4- pC 9 ... » 
ove A', B', C',... si suppongono interi; quindi ponendo x^ =>x\ si ha l'identità 

w >') 4- pm = nx') , 

nella quale é da notarsi che 4'(x') è al pari ai f{aif) una funzione intera con eoef* 
ficienti interi. 
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Dimostrazione della proposizione IL 
Ammetliamo che si abbia 

F(«) =/,(«)/.(«).../,(«), 

essendo irreduttibili e dolati di coefficienti interi i diversi fattori ft(x). Sia 

f,(x) = (X'-f){x — ^) ... , 
e 

/*(«) = («- p«')(a5 - p^') .... , 

chiamando f> una radice primitiva, e ce, ^, . . . , «',13',... numeri primi ad n. Se 
il grado di ft(x) eccede quello di yÀ(x), ponendo 

o^' = ^n + «', 

e passando dall'equazione ft(x) = all'equazione fi(x^) = , si cambierebbe il po- 
linomio fi(x) in un altro del medesimo grado avente il fattore x — p"' , e ne se- 
guirebbe che fi(x) potrebbe risolversi in fattori, il che contraddice all'ipotesi. Riesce 
dunque provato che i fattori f{(x) sono per necessità dello stesso grado. 
Dimostrazione della proposizione III. 
Se in primo luogo si suppone 

n = p* , 
e se abbiasi 

F(«) = /.(«) /,(«) . . . /,(*) , 

si troverà secondo l'equazione (h) 

/.(«') H- PUx') = U(X') : 
ma qui 

f,(a;') diventa una potenza di a;'— 1 e si annulla per a;'= 1 : cosi 

/,(!) = ~ p^.(i) : 
moltiplicando a membro a membro tutte le equazioni siinili, e ponendo 

(-1)' HI) 4.,(1) . . . Wl) = l'i!), 
si avrà Tequazione 

F(l)=p'.'F(l), 
e però 

«osa impossibile per essere 7(1) intero. 
Quando si ha 
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l'equazione IrasformaU 

««') = 
noo ha pia tolte le sue radici eguali all'imiti; ma poidiè per avere 

bisogna prendere m moltipiice di fi'(fi = /y*.»')» l'eqaazione 

M«')«{«'-f^) ...=o 

ha per radici solamente radici primitiTe di 

«^•'=1 ossia al^=\. 

Ora l'equazione che dà le radici prìmitiTe dell' equazione x'^ = 1 é irrednttibile > 
conyien dunque che l'equazione 

W) = 

le contenga tutte; quindi rappresentata una di esse con x'; si avrà necessariamente» 
a causa deU'equazione 

l'equazione 

La moltiplicazione delle v equazioni conformi darà 

ma 

p = F{x). G{a!h 
onde 

ovvero 

(e) 1 = p-' ?(«'). 

Ora l'equazione in x' è irreduttibile e di grado 

sicché Ì{x') si reca alla forma 

A,4- A, x'-h . . . H- A;^, a?'^-' ; 
dunque Tequazione (e) diventa 

— 1-4- />—MAo+ A.aj'-h ... -4- Ai«, «'*-') = , 

e il primo membro dovrebb*essere identicamente nullo, mentre ciò è impossibile non 
potendo annullani — 1 4- p^' A, . 
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Per tanto Tequazione F{x) = è irreduttibile per n = p*q^. 
Se ora si fa n = p* q* r' = p* n\ n' = q^ r' , la dimostrazione si darà preci- 
samente negli stessi termini dappoiché Tirreduttibilita è provata per n' = p* q^. Adun- 
que la dimostrazione si stabilisce di mano in mano. 

II lettore vedrà di leggieri , consultando la Nota del signor Arndt , ciò che da 
essa ho preso e la parte che mi spetta nella dimostrazione precedente. (*) 

(*) Avendo ricevuta dalla gentilezza del eh. Autore una copia di questa chiara 
ed elegante dimostrazione che non ci pare, com'egli con troppa modestia la qualifica, 
una semplice modificazione di quella del sig. Arndt, abbiamo creduto di far cosa grata 
ai lettori degli Annali dandola qui tradotta. 

Un* altra dimostrazione assai semplice dello stesso teorema, appoggiata parimenu 
airequazionc {b), fu esposta dal signor Dedekind nel Giornale di Creile, tom. LI\, 
p. 27, ed essendo molto ingegnosa vogliamo riferirla brevemente. Proveremo che 9e 
f{x) è il divisor razionale meno elevato in grado del polinomio ¥(x) , Vequaxiom- 
J\x) = avrà per radici tutte le radici primitive della x" = 1, talché sarà sod- 
disfatta da X = (t* qualunque intero primo ad n sia m^ se ^ è una delle sue ra- 
dici. Infatti 

1? Sia m=p numero primo, e supponiamo /[x) non divisibile per x — |/. 
Sia fi(x) un altro divisore irreduttibile di F{x) che abbia per fattore il binomio 
X — |/: questo fattore sarà commune al polinomio ({x'} formato come nell'equazione 
(b) prendendo k = p -, quindi l'equazione {{x) = conterrà tutte le radici della ir- 
reduttibile f^(x) = , ed essendo del medesimp grado di /{x) non superiore a quello 
^^ /i(^) 9 ^^ seguirà f(a;) = fi(x). Ma si avrà 

«"- 1 = \/{x)A(^) 

e per la {b) 

dunque 

e differenziando 

donde 

«•""'(X,« — nX/{x))= X, mod. p. 

Il primo membro di quest'ultima congruenza non può abbassarsi al di sotto del grado 
n — 1 , poiché se fosse 

XjOf — n\/{x) s 



/[x) ={(x) mod. p; 
af"— 1 = \/{x)* mod. p. 



naj"""' = X,/(a5) mod. p, 
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me leyuieb b e Xg = 0, e quindi per k too^neat^ precedeBle s ^ 
X, M» oitrepaffa il grado n — 3, perdié i gradi di X e J(x) mid mm 
eedeie » — 1 : adnnqiie roUima eongmenza é impoanbile. 

Donqne /{z) è diyisibile per z — f/. 

2T Eatendo coti x= o ana radiee deU'eqvaiiooe /{^ = 0, qoou ha coaiaiie 
la sUita radiee eon la irredottibik /{i;) == ; deve diiiM|iie anmieUere aadw Pai- 
tra radice x = / ^ onde /tf^) =^ . Pertanto l'equazione f(af^) = aanMlte la 
radiee x = ^ della irredatiibìle y{x) = ; ammetterà dmiqiie andw l'altra x=fy 
e fi arra f{/^) = 0. Prosegoendo similmente si troverà /{p") = qnalmqne po- 
tenza dì p M m, 

3? Sia nt il prodotto di due namerì r ed s primi tra sé, e sopponiamo che la 
equazione /ix) =■ ammetta le due radici f e p' : essendo x = p ona radice della 
fipT) ss eommone alla irredattibile f(x) = , la prima ammettefà per radice an- 
che Taltra i; = p' , e si avrà f{^") = 0, talché anche f ossia p* sarà ona radice 
della f{x) « 0. 

4T Combinando i casi 2* e 3* se ne trae evidentemente la yerità dell'assunto 
per totti i valori di m. A. Gsaoccn. 



PURA ED APPUCATA. 239 



■L— 1, 



SUR LES DIFFÉRENCES DE l^ 
ET SUR LE CALCUL DES NOMBRES DE BERNOULLI; 

PAR JB. CATALAN. 



1. La formule 

donne, en supposant tio= 1^: 

A-dO = (ih- IK— g.w^4- ""^^^^^^ (n - 1)' - . . . =P J. 2':fc l^ 

Oo conelat, de ces denx équations, 

(n 4- 1)A-(1'') H-iiA— (1') == (« 4- !)'*• — ['^■^ - l]»'*' 
[^¥t^ - J](n-»)'*'- .... qp [iH.l)«-i.(«-l)]*'d=[(n-M)-«]l' 

11.2 1 

Dono 

A*(l^«) = (« 4- l)A*{r) -h nA— 'dO (A) 

2. La relation (A) donne le moyen d*obtenir, de proche en preehe, et par un 
calcul assez simple» les différenees successives de 1'» l'y i^» 1^» • • • • 

En effet, si l'on prend les nombres naturels : 

ly 2|r 3, 4, 5, o>.... 
dont les différenees premìères et sectmdes sont 

1> 1» 1» 1> 1» 1,.... 

0, 0, 0, 0, fy, 0».... 

on en conelut que les quanlités 



S40 

onl pour valenps 
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V , A(l'), A'(l') 

1 > 1 . 
Hultipliaot ces derniers nainbres par 

1 , 2, 3, 
ce ijiii donne 

1, 2, 0, 
on a, par la formule (A) : 

i(l') =.1 + 2 = 3, A'(l') = 2 + = a , i'(i') = 0. 

Airui, la qunntilé 1*, eL ses différences auccessives, onl pour valcurs: 

1 , 3 , 2 , 0. 

En conliouani, on fonne le tableau suivant (*) : 





1 


2 


3 


4 


5 


6; 


7 


8 


9 


10 


11 






1 




















~ 


i 


fl3 


i 


















ii 


B 
















so 


tt 


u 














'Z 


m 


300 


tM 












m 


àioo 


3300 


ÌS20 


JSO 










ir 


B40U 


iZl 


amo 


50tU 


5040 








MM 


40B24 


lacoiKi 


101520 


MM« 


(smo 


«MO 






I96M 


MUM 


Simo 


l™m 


23aB«0 


3780000 


IBI^M 


36Ì3S0 




1'° 




'"" 


55080 


SISMO 


S<n<3tD 


'"""" 




aoìwwo 


tesoeeoD 


aossaoo 


MMBOO 
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3. Daos une iViMe tur la «omme det puùaancei lembUxblet da nombrei natwtit, 
insérée aus JVouveUeg Annalei de Mathémaiiquei (*), j'ai démonlré lo rormule 

S'=^ (n-f-l}«(n~l)....(«-p4-i)+ 5f- (n4-l)»{n-l),... {n-p-hì) 

+ ~^ {n+iMn-i)....{n-p+3) (B) 

+ . . . + ^ (n+lWn-D+i {«+!)«. 

Cp , . . . . ODt les Ttdenrs conienuei dans le lableau suivanl: 



Les coelBcienls A, , 



f 


A, 


B, 


'^, 


D, 


E, 


T, 


t^. 


». 


K 


1-, 


M, 


\ 

































1 


-r 






















1 




















T 


-f 


B 


7 


i 


















IO 


iS 


IS 


1 
















1 




IS 


oti 


40 


31 


1 
















ti 


U<\ 


3)0 


10 1 


fl) 


1 












f 


1 


li 


m 


1050 


1701 


000 


IW 


1 










ÌBIG 


0051 


7770 


M!S 


X3S 


1 








ÌT 


T 


ti 


7M 


IflflSU 


ai8S7 


4Ì3Ì3 


3ttOS 


0330 


SII 


1 






iSWU 


IflSOBT 


170697 


S46(30 


U3730 


ZBMI 


1023 


i 




J(i371 


m%t- 


ntSMÈ 




I37S'J00 


illSOI 


sesso 


ÌOIT 


t 



Avcc un peu d'alLention, on recoDoatl igne lea nombres placcs en dìagoru^, don 
ce gecood tableau, soni égaux i ceut qui consliluenl le lableuu précédenl , divise 
par les produiu 1.2, 1. 2. 3 . 1. 2. 3. 4, Aulreroent ilit : 

3 i= A(l') , 7 = A{1*) , 15 = A(l*) 



ji'll^), 25=^A'(1*), 90. 



.A'(l>).. 



Il résulle de là que l'oa peni écrire Rinsi la (ormulc (B) : 



(•( Toma XV, p. »18. 
Tom. II. N 4. isn. 
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S, = 2 (»+!)« +|(n-l-l)n(n— 1)A(1'^") 

+ O (»+*)«(«-*)(«-2)A'(l'-") + g^ («4-1) . . . (n-3)A'(l'-'-) 

+ ---^ (p+l).2.3...(p-l) <» + *)»---<»-y+*)^^'<^^') (C) 

Cette seconde expression de S^ (trouvée par M. Putseux) va nous doiiner les nombres 
de Bernoulli sous une forme beaucoup plus commode , pour le calcul effeclìf , que 
toutes cclles que Fon connati jusqu*à présenl. 

En effety le (p—i)' nomhre de Bernoulli est égal au eùefftdent de n,dans le 
développemerU de S^ , ordonné suivant les puissances de n (*). Donc, d'après l'equa- 
tion (3) : 

ou, pour plus de régularilé dans la notation, 

111 1 

5. Cette relation generale donne successi vement, d*aprés le premier tableau : 



B» = H - 5^(1') + 7 A*(l') - ^ rr-s A'(l')- (») 



-111 

"' = 2~3 = 6' 
«-1-1-^-4 = »' 



1_7 1^ _ 6 1 _ 1 _ 1 _ _ J_ 
2 3 "^4 5"^2 3 5~ 30 



„ 1 15 50 60 24 1 1 , ^ 

^^ = 2 -^ T ^ T - T -^ T ==^ 2 -^ 2 - * = ^ ^ 

etc. (•♦) 

6. Le Tableau descarrés et des cubes donne, sous forme empirique» une règie 
qui équivaut à la formule 

B,= 1 - I A(1^^«)H-|a*(1^+')-...=±: ^ A^(l^+') =F -Ì^A^+'(1^-^») (E). 



(*) Laeroix, tom. 3? p. 84. 

(**) Oh sait que B^ ~ 0, si rindice q est pair. 
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laquelle est un peu moins simple que la nólre. Pour vérifier Taccord des deux for- 
moles, il suffil de prouvcr que 

^ [A^-^« (l^-*-) 4- A^ (1^)] = . (F) 



Or, la formule (A) peut élre écrile sous cette forme : 

A"(l/'+«) -4- A»-'(l'') = (n 4- 1) [A»(l'') + A—» (ìp) ] , 

puis sous celle-ci : 

A" (!''+») + A"-' (f) 

— 3^ ^-^ i— ^ = A»-' (2"); 

n 4- 1 

donc réquation (F) équivaut a 

1 — (2^) -f- A(2^) — A»(2^) 4- ... IP A^(2^) = 0. 

Enfin celle dernière relation est identique , si Ton égard à la formule prcsque évi- 
dente : 

ttx— Au. 4- A*ii, — . . . q= A^'ti, = tto it A''+'(uJ. 

Paris, Juillet 1859. 
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RICERCHE ANALITICHE SOPRA LE ATTRAZIONI ESERCITATE DA UNA LINEA PIANA, 

VERSO UN PUNTO MATERIALE COLLOCATO NEL SUO PIANO, 

ED IN PARTICOLARE SULLATTRAZIONE DEL QUADRANTE 

DI UN ELLISSE VERSO IL CENTRO 

DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 



1? Riferiamo una linea piana a due assi orlogonali, e siano x, y, le coordinate 
di un suo punto qualunque, si chiami s Tarco corrispondente a partir da un punto 
fisso. Ora il valor numerico di quest'arco s potrà rappresentare la quantità di ma- 
teria ivi contenuta , in guisa, che se és sia il suo elemento differenziale, ed r la 

distanza fra l'origine, ed il punto (x, y) si avrà 

ds = v^(da5"-4- dy'), r*= «*-f- y*. 

Ciò posto è chiaro che -j-esprimerà l'attrazione esercitata secondo la legge Neutoniana 

dairelemento às verso un punto collocato nell'origine delle coordinate, mentre Tinte-i 
graie 






rappresenterà la somma delle attrazioni dell* arco 8 lungo le distanze r. In un mio 
precedente artìcolo sulle figure inverse inserito nel N? 3? di questi Annali pel mag* 

gio e giugno 1859 pag. 189, osservai che se s sia l'arco di una linea piana, l-j 

sarà il corrispondente arco della linea inversa, d'onde ne segue, che la somma delle 
attrazioni in questione viene numericamente espressa per I' arco della linea inversa. 
Tralascio qui di fare qualsiasi applicazione pel calcolo della funzione Y; cosi mi basterà 
accennare, che per l'ellisse, e per l'iperbola la funzione Y dipende dai trascendenti 
ellittici delle tre note specie, come già dimostrai fin dal 1844 in una mia Memoria 
inseritsf nel giornale arcadico. Nel calcolo delle attrazioni avvi un'altra funzione, che 
suol chiamarsi il potenziale : questa funzione nel nostro caso verrebbe definita dall' 
integrale 



=J^ 



Mostreremo in appresso una qualche applicazione pel calcolo della funzione P. 
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2? Si decomponga ora la forza esercitala dall'elemento (U lungo il raggio r in 
dae parallele ai due assi ortogonali, e sia ce l'angolo formato dal raggio r con Tassa 
delle ascisse, si avrà primieramente 

X >= r cosa 9 y = rsenec , 

quindi le componenti elementari dirette secondo i due assi saranno 

ds xds ds yàs 

^cos«=^, _8en«=r^^. 

Se dunque si chiamino X , Y le componenti parallele agli assi di tutte le forze di 
attrazioni dell'arco s verso un punte collocato nell'origine avremo 



-P' '-fi 



r 



Conosciute, e determinate le forze componenti si avrà per la risultante R==^(X'+Y'), 

X Y 

ed in fine -rr- , ^ci faranno conoscere la direzione della risultante R rapporto agli 

assi. 

3! Ci proponiamo presentemente per applicazione di calcolare l'attrazione eserci- 
tala da un quadrante ellittico verso un punto collocato nel centro. Si vedrà che i 
trascendenti ellittici di prima e seconda specie sono quei che primeggiano in queste 
ricerche, mentre per la determinazione del potenziale vi si presenta il trascendente 
ellittico di terza specie. Chiamati a, b i semiassi di un'ellisse , si avrà per la sua 
equazione riferita al centro 

a» ^ 6* ^ 

quale verificata dalla sostituzione circolare otteniamo tanto per le coordinate, quanto 

per il raggio r 

a; = asentt, y = bcosu , r^= x^-hy^ 
quindi 

As = dttv/[a*— (a» - 6»)sen*a] , r*= ^*-4- (o*- ^sen^tt. 

Nel nostro caso l'arco $ si computa a partir dall'estremità del semiasse minore , e 
sostituendo nel secondo membro della X, i — cos'u invece di sen'u , si avrà defi- 
nitivamente per le due forze componenti 

_ fsen tt dtt y/fy-f- (o*— ò^)cos*tt] 





Y . f cos u du ^[g* — (g* — t*)8en'tt^ 
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Per estendere all'intero quadrante ellittico i valori delle due forze X, Y converrà in- 
tegrare i secondi membri fra i limiti u = 0, tt=|7r,ed otterremo per le com- 
ponenti deirattrazione del quadrante ellittico verso un punto situato nel centro 

'*" senu du ^[b^-h (a*— ò*)cos*u] 
}/[a'— (a»— ò*)cos*m]5 






V Al*" ^®*" ^^ V^C'** — ''*' — ò*)sen'ttj 
Io }/[b'-i- (a»— ò»)sen='u]^ 



ove nel secondo membro della x abbiamo sostituito 1 — cos'u invece di sen'u. Gli 
integrali in proposito si riducono ai trascendenti ellittici di prima e seconda specie^ 
il che verremo ad indicare con la maggior brevità possibile. 
4. Pongasi per il secondo membro della X 

V^(a* — ò*) cos a == a cos 

si avrà per l'integrale indefinito 

"d9V^(a"-f- b^— a'sen'e) 



a^(a-^b^)J 



Il limite superiore u ==^iz porge anche d = i tt , mentre nel limite inferiore u -=0 
si ha 



cos 0, = , 0, = are cos 

a 



d'onde ponendo (a* — b*)k^= a*, si trarrà per Tintegrale definito 



_ v/(tt'-f- b^) [^ dgv/( l — ^'sen'g) 






}/{a^—b^) Je^ 8en*0 

La quantità Ac <[ 1 dicesi nei trascendenti ellittici il modulo della funzione. Con una 
trasformazione somigliante si può far dipendere l'integrale definito espresso da Y dai 
medesimi limiti della X : ponendo infatti nella Y 

v/(a* — b^) sen u =i= cos 5 
si vede in un'istante, che ai limiti u = , u ::=: i tt corrisponde 

0=4ir, e 0,= are COSI 5L2 fi 

donde rovesciando i limiti delfintegrate di otterrà 



Y = 
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(a'-f- b') v/(a4~ b^) J9, v/(l - ^'sen*0) 



) 

J9é 



^a\3 



Le due rilrovate espressioni della X , e della Y dipendono da funzioni ellittiche di 
prima, e seconda specie si incomplete, che complete, ma i noti teoremi sulla somma, 
e sottrazione delle funzioni ellittiche porgono una riduzione finale a sole funzioni e 1- 
littiche incomplete, come si vedrà da quanto segue. 

5? Premettiamo per le notazioni di Legendre di fare 

A(0) = v/(l — ^'sen'0) , 
come per le funzioni ellittiche incomplete di prima, e seconda specie 

F(fc, 0) = f ^' E(fc, 0) = r dfl A(e) 

e per le funzioni complete si scriverà 

Ciò posto i valori di X, ed Y divengono 

^^(^4^ nn de A{Q) a*b p^ sen'gdg 

Per calcolare il primo degli integrali osservo primieramente che 



Aie A(g) _ Al — fe'sen'g)dg C de _ jl» f 

J sen'0 J sen*0A(0) ( ""Jscn*0A(5) J 



de 

A{e) 



Di più da una mia Memoria pubblicata nel giornale arcadico pel mese di Agosto, e 
Settembre 1848 sulla riduzione di alcuni integrali, al parag? 3? si trova la formola 



J-. 



de 

= F(it, e) — E(/k, e) — A(0) cot e 



8en*0 A(0) 

d'onde facendo k'*= 1 — Àc' , ^4- Ac"= 1 si avrà 

*dd A(d) 



.p 



8en*0 



= rF(/k, 0) — E(^, 0) — A(0) cot 



la quale si dovrà estendere fra i limiti d = | tt , e = e^ . Nello stesso modo per 
calcolare il valore della Y prendo la riduzione di una formola , che trovasi alla 
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pag. 257 del tom. 1? del Thiité de» fUncUons eUiptiques de Legeodre, cioè 

Ora per 9 ^= I TT , i lermini indipendenti dalle funzioni ellittiche si annullano, mentre 
per $ = 01 si trae 

cos e, = ^ ^ , sen 0, = -, A 0, = = k 

d*ondc per la sostituzione 

cote. A(0.) =-. —s—^ , ^..^(^^) = J3J 

Di qui se per maggior semplicità si rappresentino con le sole lettere F, E le fun- 
zioni ellittiche complete di modulo ^ , e con F(d,) , E(d,) le incomplete dello stesso 
modulo, e di ampiezza 9, i due precedenti valori di X, Y si ridurranno dopo brevi 
riduzioni ad 

Y_L X fc' / <;"[F-F(9.)l-rE-E(9.)] \ 

^~b ^ v/(a'-6')\ kt ) 

Y _ 1 ^ fc /E - E(9.) — fc" [F - F(9.) J 



fc /E - E(9.) — ifc" [F — F(9.) ]\ 

[«•- *')V kk ) 



La forma simmetrica della quale sono rivestiti i precedenti valori, viene alquanto al- 
terata, quando per i noti teoremi dati da Legendre le differenze delle due funzioni 
ellittiche si riducano ad una sola funzione ellittica incompleta, il che si può sempre 
eseguire mediante una trasformazione reale, e che nel nostro caso viene ad ultimare 
la questione propostaci. 

6? Se kj e k' siano il modulo, ed il suo complemento, <p, e due ampiezze; la 
questione si ridurrà a soddisfare all'equazione 

F(<p) -h F(e) = F 

ove F è la funzione completa, e le due altre diconsi complcmenlarie in questo caso: 
per le formole date da Legendre alla pag. 21 del tom. 1? Tratte des functùms eU 
UptiqueSf converrà che fra gli angoli <p, e 9 abbia luogo Tequazione 

^'tang f tang 9 = i : 
Di qui si trae 
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d*onde per = 0, 

ove 0, sia l'ampiezza definita come nell'antecedente paragrafo, si ricaverà per la nuova 

ampiezza <f 

v/(o*- ft*) b' k' b 

sen<f = y—^, , cos<p=^, A(?)=^^ = _ 

Con la medesima relazione fra le due ampiezze (p , e d si soddisfa per le funzioni 
eliiitiche di- seconda specie airequazione 

E(<p) + E(0) — E = ^'sen 9 sen e 
Per il nostro caso di 6 = 6^, si trae 

b •(g* - b') kWE^) 

k sen (p sen 0, = - ^77-5 rr^ = 

^ a y^(a* + b) a 

e perciò avremo 

kW{a'-b') 



F - F(0.) = F((p) , E - E(0,) = E((p) 



a 



quali sostituite nel secondo membro dei valori di X, Y stabiliti alla Gne del prece- 
dente parag? 5?, si otterrà deGnitivamente 

^_ a'+y ^'[fe"F(?) - fi(?)] ^ __ ^[E(<p) - fc"F(cp)] 

o^à kfeV(o»— 6*) ' kk'Via^^b^) 

In queste nuove funzioni ellittiche incomplete l'ampiezza 9 e determinata dall' equa- 
zione 



(f = are sen 



/VJa^^\ 



Tali sono adunque le espressioni Gnali delle due forze componenti dell'attrazione eser- 
citata da un quadrante ellittico verso un punto collocalo nel centro : la risultante 

^ Y 

sarà R = v/(X*-f- Y*) come ^ » :^ esprimeranno il coseno, ed il seno formalo dalla 

i\ K 

risultante secondo Tasse delle ascisse. Alle medesime espressioni di X, Y si potrebbe 

giungere col trasformare immediatamente gli integrali rapporto a d , e che abbiamo 

riportalo nel principio del parag? 5?: infatti mantenuta la relazione 

^'tang 9 tang = ì 

Tom. II. N? 4. 1859. 32 
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oltre i valori di se„ , . cos , . ... oltcnuU di sopra, si trova anche d^ = " ^^ 

d'onde 

de A(5) — ^"d(p sen»0 de 1 cos*(p 



sen'e cos'<pA((p)' ^^0) k'* A(tp) 

Per il limile ^ = | tt si ha 9 = , e per 5 = 5, si ha come sopra 

sen (p, = -5 — : , (p, = are sen f ^ j 

di qui rovesciando i limili» i cilalt inlegrali si ridurranno ad 

Qui pure la simmelria cesserà di aver luogo quando si sosliluiscano i valori ridoni 
alle sole funzioni ellilliche; cosi alla pag. 257 del cilalo volume dell* Opera di Le- 
gendre si Irova 



(p d(p 



/-^-f('=">-"'"> 



Eslendendo quesli inlegrali fra i limili ff=sOy^=ffired eseguile lulle le ridu- 
zioni, e sosliluzioni; t valori di X y Y verranno a coincidere con quei di sopra ri- 
Irovali in queslo parag. 

7! Per complelare ciò> che riguarda Pellisse ci reslerà a calcolare a lullo il qua- 
drante rinlegrale 



-Jt 



e che dicesì il potenziale. Ora per t valori di ds » ed r riportali ne( principio del 
parag. 3? si avrà per l'ellisse 



=i 



nr 



J||^_L J 



Quest'integrale si ridurrà ai trascendenti ellittici col fare 

h 
(ang u=- lang (f 



donde 



(Iti = 
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dò d(p ab à(f 



a. 



o'cos'(p -f- 6'sen'(p a' — (a' — ò')sen'(p 



sen li = -3 — 3 n — i" » cos « =^ -r — z — —-ri — r 

a cos (p •+- ò'sen (p a*cos*(p 4- è sen (p 

a'— (a'— ò')sen*u = -5 — 7-^ — ré: — t" 
' a — (a^— b )sen^(p 



0*4- (o'— ò»)sen'M == -5 



Di più i limili dcirinlegralc saranno i medesimi, e perciò 

P ^ dy ^[o^~ (g^- ò^) sen'y] 



ed anche 



p^ d(p[a^— (o^— ò^)scn'(p] 

"" Jo [a'~ (a*— ^*)sen*(pj v^[o4- (a*— 6*) sen«( 



Decomponiamo la frazione razionale, che serve di coefficienle a d(p, cioè 

== a -f- «> — -5 — r-j jTu— -fT 



o'— (0* — 6')sen'(p o*— (a"— 6")sen*(p 

per cui 



P = (aV 6') r"__j2_ 
^ 'Jo Va^- (a*- t»)sen'fl 



(a*— t*)sen'<p 

Jo [a*— (a*— 6*)sen*(p] •[a*— (o^— M)sen»<pj 
Poniamo infine 

^= -—7— ' n = — . , A((p) = V^(l - ^sen*<p) 



o^ a- 



e SI avrà 






(1 4- n sen'(p) A((p) 

L dunque ridoUo il secondo membro alla forma normale dei trascendenti ellittici com- 
pleti di prima, e terza specie, e che secondo la notazione di Legendre si potrà porre 
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P = <f^ F(*) - 5 ^(,^ *). 

Il ptrametro ii è negitìvo, e minore del quadralo del modulo, il che coincide per 
la fùnzioiie ellìttica dì terza specie eoo il teno caso considerato da Legendre; se si 
chiami 9 un angolo da determinarsi, si avrà per il parametro ii 

a' a* 

d'onde 

sen*6 = 



^+7 



Qò posto per una formola data da Legendre aOa pag. 141 del citato yoI. 1**., e se- 
gnata con (p') si ha 

n(m *) = F(*) + ^^(fW E(^ «) - E(*) F(*, B) ^ . 



Nel nostro caso 



a b 



Sostitniti questi valori si ricava in fine 

P = F{k) -h E(k) F(ik, 6) — F(k) E(A, B) 
l'ampieiza determinata dalla formola 



= are. sen I ._- =■ 



Tralasciamo di hrt ulteriori applicazioni ad altre curve, e potrà essere che l'esposte 
ricerche ritrovino una qualche utile applicazione nella fisica matematica. 
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INTORNO AD UNA EQUAZIONE TRINOMIA. 

NOTA 
DEL SIG. PROF. ANGELO GENOCCHI. 



Nel lomo XI degli Annali del Gergonne, il Signor Berndtson diede come espres- 
sione di una radice dell'equazione a;*'*'*"* — a; — k= j nel caso di k reale e po- 
sitivo, la seguente 

b^ — oc 
(1) X = ^. 

^ ^ 26 — (a 4- e) 

dove 






(2) a=\/H-Af, Ò=\/14-^» c = \/l.^|. 

La condizione imposta di k reale e positivo fece sospettare al prof. Mi nidi (*) che 
questa soluzione sia soltanto approssimativa, non rigorosa; senza di che sarebbe sciolta 
algebricamente l'equazione generale del 5° grado che può sempre , come annunciò 
Eisenstein e dimostrarono Jerrard e Hamilton, ridursi a forma trinomia. Le proposi- 
zioni che soggiungo provano che il sospetto del prof. Minich è fondato. 

Quando k è reale e positivo, l'equazione proposta ha una radice tra le oo , che 
denoteremo con a;, e poiché ne risulla 






x=^\/x-hk, aj = \/l+_, 



e per essere x > 1 , confrontando queste formole con le (2) otterremo 

X > a , X •< b , X > e. 
La soluzione (1) soddisfa a tali condizioni, traendosi da essa 
n»* « (^ - ")• A , {b — a){b — c) (* — e)' 

{OJ X — a = rrr } — X = — Trr » X C = 



26 — a — C 26 — a — e 26— a — e' 

e di qui si ha pure 

{x — a){x — e) = (6 — «)* , 

sicché considerati a, 6, e come tre valori approssimati di re, la formula del Berndtson 

( *) Atti dell'Istituto Veneto, 1888—1859, pag. 25— SG. 
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suppone che Terrore del termine medio ed eccessivo b sia medio proporzionale fra gli 
errori determini estremi ed insufficienti a, e. 
Ma si può proseguire facendo 

d = y/n- ^ , e=y/l + *, /•=y'l + *. ecc. 

e saranno dy e, f ... nuovi valori approssimati, alternativamente maggiori e minori 
della cercata radice x. 
Abbiamo 

ò — a; ax ^ 

onde 

« " # . «- ■i' i~ »• «■ ^ <»» ^ •* 

* — «< 7; ^ (« — a) ; ma a"= , «*" > o*" > -; 

X —"- A 

dunque ò — 05 <C — - — • Similmente 

2n 

a? — e bx 

e quindi 

ò — X -, , x — e 

aJ — e < —T — . Sara pure a — re < — -=: — , ecc. 
2» ^ 2n 

e cosi i valori a, 6, e, d, .... andranno accostandosi ad x in modo che gli errori 
corrispondenti potranno divenir minori d' ogni quantità data essendo ciascuno minor 
del precedente diviso per 2n ; il qual metodo d* approssimazione è simile a quello 
che il signor Piobert propose negli Annaìi del Terquem 1851, pag. 174, e stimò 
preferibile al metodo di Gauss. 

Chiamiamo a il valore di x dato dalla fòrmoia (1), 6 facciamo 



ò + d — ac ' 2d — c—e 
sarà, come facilmente si trova, 

ma si avrà inoltre « > P > y . . . , come ora proveremo. Avremo 

^ — e 2^ — o —e b — a b — e b -hd — 2c ^ b—c 
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b — a b — e 
e quindi sarà «^P se si dimostrerà che r <C-z Ma 

k2n ^»n Jan ^an 

— < 2nb'"-' , —z > 2nc^"-' , 

b — e a — e 

ossia 

ab — e b a — e 

e di più 

a/>^"= a-hky bc^"= b -hk, 

onde ab^" <C bc^". Dunque 

b — a ^ 2n , ,„ ^ ò — e 
b — e k' d — e 

e però « > p. Nella slessa maniera si proverà p > y, ecc. 

Ciò poslo, farenào un*osservazione che per verità è semplicissima. 

(T Avendosi una serie di valori a, b, e, d, . . . che si approssimano indefinila- 
jt mente, e quali in più, quali in meno, ad una quantità incognita x, e una seconda 
» serie «, {3, 7, ... , che sia sempre crescente decrescente, e di cui ciascun ter- 
» mine sia compreso ordinatamente fra due termini consecutivi della prima, nessun 
» termine della seconda serie potrà uguagliare x , ma saranno tutti maggiori di x 
» se la serie è decrescente, tutti minori se la serie è crescente. » 

Perocché i termini della seconda serie essendo compresi tra quelli della prima, 
andranno come questi accostandosi indefinitamente ad x , e potranno differire da x 
meno d*ogni quantità data, onde nella seconda S3ric si troverà un termine &> che dif- 
ferirà da X meno di quanto differiscano i primi due termini a e (3. Ma nel caso della 
serie decrescente si ha « > ^ > w , e però « — &)>« — P; dunque allora non 
può essere x uguale ne maggiore di a il che darehhe x — m > a — j3 contro Tipo- 
tesi. Se la serie è crescente, si ha a<;;(3<a), w — «>>(3— «, e quindi x non 
può essere uguale né minore di a. 

Questa osservazione si applica ai valori di a, |3, 7, ... dati dalle formule (1) e 
(4), e mostra che la soluzione del Berndlson non é rigorosa ma approssimata per ec- 
cesso, e che le formole (4) presentano valori più prossimi al vero e lutti maggiori 
del vero. 

L'inesattezza della formula (1) più speditamente si riconosce se l'equazione pro- 
posta sia del terzo grado, avendosi 

n = l, Ò'=14--, x'^i-h-, c»==l4-T' 

a x a 
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1= tt -hk/lz)} 



facendo 



*==«*", /{») = i = «-^, F{%) = « » X*- 



SI avrà ^ ^ 

«-«»-u* fei-.^ * ** d(tt~'-S) . 1 A» d'(«-'-i;) 

2n 2n 1.2 dtf 2n 1.2.3 dw ' 

e ponendo infine u = 1 si otterrà la radice x della proposta equazione trinomia , 
cioè 

* = ^-^2;i*-4^-^2;ì)i:2-^2;ì(^-^2^A'^ 

Questi quattro termini si troveranno pure nella espressione di «, ma il quinto sarà 
diverso. Per assicurarsene si differenzi cinque volte l'equazione 

(ft _ a){a — e) = (Ò — C)(b — a) : 

indicando con apici le derivate si avrà 

{b — a)(«'— e') -H 5(ò'— a'Xa''— O -H 10(ò"— a")(«"'— e'") -+- 
10(0'"— a"')(«"- e") + 5(0''— «")(«'— e') H- (^'— a')(« - c)= 
(b — c){V-^ «*) -f- 5(ò'- c^ò"— «•') -f- 10(0"- c")(6'"- «"') 4- 
10(ò"'— c'")(y'~ «") -f- 5(r— e^(V— J) 4- (6 — c')(ò — a) , 

che nel caso di ^ =s diverrà 

(y_ a'Xa"— e") -f- 2(^"— a")(«"'— e'") 

=» 2(è"- c")(y"-. «"') 4- 2(r-c"')(6"- e") , 
poiché allora 

^ "L ^ ^ V J " J' 

a(s=sa=Os=Cy as=sO=sC, «=c. 

Sarà facile calcolare a', ò', a"» ^"9 e", b"',c"\ a" nel caso supposto di ^=0:si tro- 
verà pure e" svolgendo in serie le espressioni (2) ricorrendo alle regole per dif- 
ferenziare le funzioni di funzioni, e poscia l'equazione precedente darà oT. Il termine 

k^ 
cercalo sarà a'^. : giusta la serie testé riferita , la quarta derivata x nel 

1.2. 0.4 

caso di A(= sarebbe 
e 'confrontando si troverà 



2»V inj\ ^ 2n/V 2n/ 
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3 



«"= 



2n*(2n 4- 1)" 



Ciò conferma che le espressioni di a; e a per serie differiscono nel quinto termine, 
e mostra ancora che la soluzione di Bemdtson è falsa conducendo ad una derivala 
oT diversa dalla vera »". 

Se in luogo di supporre a = W 1 -h ^ si prende a = W 1 + ^ > risulterà 

X "^ a 9 X ^ h 9 X <^ e t ecc. 

indi oi-^p "^7 ••• » i termini di ciascuna delle serie a, 6, e, .... , a, ^, /, .... si 
accosteranno ancora ad x indeBnitamente , ma essendo la seconda crescente, i suoi 
termini saranno inferiori e non superiori ad x. D'altra parte, svolti questi valori se- 

le 

condo le potenze ascendenti di k, a avrà comuni con x ì due primi termini ^ + q-* 

quindi b avrà tre termini esatti, e quattro, ecc., a ne avrà cinque, |3 sei, / sette, ecc. 
Adunque in questa ipotesi la formola (1) darà un termine esatto di più che non ne 
somministra nella soluzione del Berndlson. 
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AmiCAZIORE DI UNA FOIIOLA D* UITBGIALE DEFINITO MULTIPLO ALL* INTE6AAZI0IIE 
DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI A DERIVATE PAIZIALI» E A COEFFICIENTI COSTANTI 

DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 



1? Nel voi. 4? degli Exercices d'analyse , et de pkyeique Mathémaiique del 
Sig. Cauchy alla pag. 144 sì trova segnala con ti numero (35) la segnenle forinola 
d'jnlegrale definito multiplo 

f(fc) = -T=j D. — I < • «(»•«) df . «»?. ••• «Jf— if^, 

ove f(^) rappresenta una funzione pari sviluppabile secondo le potenze ascendenti di 
k^j che per n costanti denotate con a, b, e ... h sì ha 

jk«= a* 4- ^*-h e* -f. ... -+- ^". 
Di più ponendo 

«,= cos 9i , «a= wn^, cos 9, , ... a,_i== sen y, sen 9, ... cos 9,^, sen ^,^^^ 

«»= sen 9, sen^a ... sen 9,^3 sen 9,^^, 
si ha 

d = sen""* 9, sen"~' <p, ... sen*9,^_3 sen <p,_, 

u = a«, -f- ba^ •+• c«3 + ... -f- hm^ , 

Entro le quantità <x, or^ ... or, si ha la relazione ar[ + «J + ... + «' = 1* Di più 
gli angoli fi , 7a » *** ^.-.a sono presi nell'integrale fra i limiti 0, e ir , mentre per 
Tangolo f«., i limiti sono tt, e — tt : il numero n dovrà essere impari, ed eseguite 
le derivazioni rispetto a I si farà 1 = 1. Ciò posto veniamo a far conoscere con la 
maggior brevità possibile, come la precedente formola possa utilizzarsi per l'integra- 
zione di una classe di equazioni a derivate parziali. 

2? Estendiamo per induzione la riportata formola al caso, che ({k) sia sviluppa- 
bile secondo le potenze di Ar*, è chiaro, che in ambedue le ipotesi, il valore di ({k) 
serve a trasformare una funzione pari del radicale {a^-h ò*-f- c'-l- ..^ •+• ^')* in un 
integrale multiplo , di cui ciascun elemento considerato come funzione delle a, 6, e, ... /^ 
dipenderà da una funzione lineare ca delle medesime a, 6, e, ... h. Di più le quan- 
tità a, by e ,.,h sono indipendenti dalle altre a, , a, , ... a, per cui il valore di f{k) 
sussisterà, quando anche per a, b, e ... h si sostituissero delle caratteristiche. Cosi se 
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per esse si volessero rappresentare allrelUnli simboli di derivazione riferiti ad n va* 
riabili x, y, 2...W, in modo da essere 

allora Tespressione indicata per ({k) dipenderà , mediante il valore dell'integrale da 
un* altra operazione simbolica , nella quale le caratteristiche sono ridotte alla forma 
lineare. Ora questa riduzione è della più grande utilità nel calcolo integrale dell'equa- 
zioni a derivate parziali , e riservandomi in appresso di sviluppare maggiormente 
questo importante argomento, mi limiterò presentemente ad indicarne l* applicazione 
ad un qualche caso particolare. 

3? Sia per esempio da integrarsi l'equazione 

(1) (ADI -+- BD; 4- CDJ -f- ... 4- EDir T = yi«, y» » ... w) 

ove A, B, C ... H sono n costanti: per l'analogia delle potenze con le differenze, l'in- 
tegrale simbolico sarà 

<p ^ . y(x, y, % ... w) 

^ADi + bd; -f- cd; -+- ... h- m}\r 

Quindi prendendo f(^) = ^"", e nello stesso tempo 

ik'= adì -+- bd; -f- cdj -4- ... -h hd: 

si avrà 

ove ^ rappresenta l'integrale dell'equazione 

(2) («,v^A.D, -f- «,v^.D^ -f- ... 4- «VH.DJ- ^ = /[x, y, z ... w) 

e perciò determinato l'integrale dell'equazione (2), verrà determinato l'integrale del- 
l'equazione (1). Da questo solo esempio si scorge, come gli integrali dell'equazioni a 
derivate parziali del second'ordine dipendono dagli integrali di quelle del primo , e 
cosi successivamente, gli integrali di equazioni del quart'ordine si ridurranno ad in- 
tegrali di equazioni del second' ordine , e si potrà dunque concludere che integrata 
l'equazione 

(AD, 4- BDy 4- ... 4- HD.r =^ yi«»y» » ... w) 

saranno integrate tutte le altre equazioni somiglianti, ove l'ordine delle caratteristiche 
sia una potenza di 2. Chi desiderasse un maggior sviluppo di questa teorica pel caso 
di tre variabili indipendenti 4?, y, 2 , potrà consultare una mia Memoria pubblicata 
nel 1854 nel voi. 25"* delle Memorie della Società Italiana delle Scienze di Modena. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 

SOPRA UNA NUOVA ESPRESSIONE PEL RISULTANTE 
DI DUE EQUAZIONI ALGEBRICHE. 

BoftCHAKDT — Ùber ein die Elimiiiatioa betreffendet Problem. 
(Monatsbericht der Akademie xa Berlin. Mai. 1859). 



li Sig. Borchardt nell'arlicolo sucitalo dà una elegante soluzione del seguente pro- 
blema : 

« Supponendo noti i valori di due polinomj <f{x) , ^{x) dell'ennesimo grado, cor- 
» rispondenti ai valori «o , a,,.... «. della X; determinare in funzione delle quan- 
» tità (p(a(J , <f(oc^) .... ; 4'(^) » ^'('i) -*•• ^1 risultato della eliminazione della x dalle 
» equazioni (f{x) = , ^{x) = 0. » 

i? É noto (*) che posto : 

P(«'y)= ^^Zr^ = 2^r^sar^xry 

il risultante delle equazioni <f{x) = , ^{x) = è il determinante : 

Si indichino con d?, , a;, .... a;, n quantità qualsi vogliano, e ponendo per brevità : 

Pr(x,) = ao,r H- a,.r«'H- «a^*? "+- .... 4- a«-,^aC~* 
dal prodotto del determinante A pel determinante : 



X = 



81 avrà 



M. X^ . • ■ . jC- 

M. X^ ■ . • • X% 



* ««•••• «r 



AX 



PMi) Po(«a) 
Plinti />.(««) 






P— .(«.) Pn^iM .... />•-,(«.) 



(*) Questo teorema è doTuto a Cayley. — Vedi SyWester — On t Tbeory of the Syzy-gttic relaCioiu ete. 
Pbilosopbical Transactionf. Voi. 143. Parte 3. pag. 516. 
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Indicando con y, , ya****y« altre it quantità, e con Y il determinante formato con 
esse come T X lo è colle x^y x, ... a;. ; moltiplicando quest'ultimo determinante per 

Y si ottiene : 

(1) AXY = 2 [ ri= F{x, , y,) F(x, , y,) .... F(«., yj) ]. 

2? Sia : 

/(x) « (« — «J(« — «,) .... (x — «,) 
si ha come è noto : 

quindi 

F(x,y) -../(a.)/^^)^. ?' /(«,) /(a,) • ix ~ «.)(x - aMy - c,)(v - «,) ' 
Da questa espressione di V{Xf y) sì deducono facilmente le : 

FK . .,) «= F(«, , .,) ^É!àmJZjtùJ±à 
(2)1 

nell'ultima delle quali la sonmiatoria non comprende il termine per cui s=r. Ponendo: 

<'^ Vk) /(«.) («. - -,) - <"^ 

si avrà per la prima delle (2) : 

e per la secondi : 

ossia : 

(rO) 4- (ri) 4- (r2) 4- . . . -+- (rn) = 

per r = 0, ly 2, . . • it. 

3? Se nella equazione (1) poniamo 

«I — 1^1 =«1 ; «I «Va = «a . . .•«„ = 1^, s=i fli. 

od indichiamo con H{a^ , a, ... «.) la espressione : 

si avrà : 

An»{«. , «, .... «,) = 2 [ :± F(«, , « J F(«. ,«.)... F)«, , «.) ] 
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sosti luendo : 

An'(«. , «, ... «.) = /'(«,) /'(«,) ... /*(«.) 2 [ + (U)(22) ... (nn) ] 

e quindi : 

A = nVo , «. , ... ««) 2 [ =^ (^^)(22) ... (nn) ] ; 

nella quale forinola è conlenula la soluzione del problema. 

Questa formola comprende quella di Eulero come caso particolare ; infatti sup- 
ponendo che le a, , «3 ... a. sìeno le radici dell'equazione f^(z) =0 dalla (3) si ha 
(rs) = per lutti i valori di r, s maggiori di zero e disuguali; quindi la (4) darà 
(rr) = — (rO) e la formola superiore riducesi alla ; 

A =r (-1)" n>^ , et, ... «J(10)(20) ... (»0) 
ed osservando che per la (3) supposto 

rl>{x) = k(x — a^)(X — «a) ... (« — «J 



si ha : 



(rO)=A- "^^""'^ , (r>0) 

(«0 — «r) /'(«r) 



si otterrà la nota formola : 



A=(-l) ' A"9(«,) 9(«,) ... .f(«.) . 



Prof. F. Brioschi. 
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U TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARIANTI DELLE FORME BINARIE 

E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI. 

MONOGRAFIA 

DEL SIG. PROF. FRANCESCO RRIOSCHI. 

(Goatinuazione V. pag. 85). 



Gap? Y? dei covarianti e degli invarianti non legati fra loro 

DA relazioni lineari. 

1? Eulero, nelle sue ricerche sulla parlizione dei numeri (*), ha dimostralo, che 
il numero dei modi in cui un numero s può esser formato da una somma di r ter* 
mini della serie 0, 1, 2, ....n; (supponendo che ciascun elemento possa essere ripe- 
tuto un indefinito numero di volte), è eguale al coefficiente di x' z*" nello sviluppo 
della espressione : 

Z_ 1_ 

(1 — %){ì — x%)(ì — x'%) .... (1 — «"*) 

Supponiamo : 

Z = 1 + Al» -+- A, 2*4- A3 %^ -H .... 

Gambiando la x in xz si ha : 

(1 — 2)Z = (1 — aj«*'x)(l -f- k,xz -f- A,ajV 4- ...) , 

e dal confronto dei coefficienti delle potenze di z : 

A,(l—ar)==A^,(l— ««*'•) 
dalla quale : 

(1 — «"+*)(!—«"*») .... (ì—x^") 



(50) A,=. 



(1 — x)(l —«*)....(! — af) 



Se quindi col simbolo P($, r, n) indichiamo il numero dei termini di una funzione 
omogenea dèi grado r, omogenea in indice dell' ordine 8 , e formata cogli elementi 
do* ^i * aa....a« si avrà evidentemente: 

(5)) P(«, r, n) = coefficiente di x nello sviluppo di -^rj ^ av " )m tt ' 

2? La espressione del secondo membro deirequazione (50) non cambia di valore 

(*) lotrodactio in Anaiysin infinitorum. Caput XVI. 

Tom. II. Nt 5. 4859. 34 
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permutando gii espooenti Vt n; cioè iodicando quella espressione con f^{x) si ha : 

^^ ^ (1 «- «)(1 -^ «•) .... (1 — af) 

inoltre la funzione ^{x) soddisfa all'equazione : 

quindi si hanno per la funzione P(9, r, n) le seguenti proprietà : 

(52) P(5, r, n) = P(«, n, r) 

(53) P(«, r, n) = P(nr — «, r, n) 
alle quali possiamo aggiungere la: 

(54) P(«, r, n)==0 per «>m. 

Un'altra interessante proprietà della stessa funzione ottiensi osservando che : 

_ (l-a^^')(l— a;"-^^)....(l— a?*^*^') _ {ì—x''-^^){ì—af'-^^)...(i—x''^'-) 
« +(«) — (i — x)(l — x') .... (1 — xT) {ì—x)(\ - «')....(!— »'•-«) 

per cui : 

P(s, r, n) = P(5 -H r, r, iiH- 1) — P(« H- r, r - 1 , n -f- 1) 

cambiando la « in « — r e la n in n — 1 : 

P(5, r, n) — P(«, r — 1, n) = P(5 — r, r, n — 1) 
dalla quale : 

(55) P(«, r, n) = ^^ P(« — m, m, n - 1). 

Da ultimo nello sviluppo della funzione : 
(56) (1— «»)(1— a?"») .... (1— afx) = 1 -4- B,» -+- B,i*-|- .... -H BX 

si ottiene come superiormente : 

(1 - xT) B^z = — B^, ar(l — ar-*') 
ed in conseguenza : 

**--' '' * ' (1 _ x)(l — «') .... (1 - ir-) 

Ora sostituendo questo valore nella (56) e ponendo » =af si ha : 



PURA ED APPUCATA. 267 

quindi per la (51) sarà 

(57) P(«, r, n) = 2-»(""*)* cùetRcìenie di xf in 

(1 — «)(1 — aT) (1 — aT) * (1 — «)(1 — x') (1 — oT^) ' 

od anche : 

r 

P(«, r, n) = 2-»(""^) coefficiente di «" in 



(1 — «)(1 — x') .... (1 — aT) * (1 — «)(1 — »») .... (1 — ar^) 

essendo « = 5 — mn. Osserviamo che per l'equazione (53) si potranno avere tutti 
i valori di P(9, r, it) allorquando si conoscano quelli pei quali sia $ non >• di \m; 
quindi se indichiamo con p un numero che è pari se lo è il prodotto m; e disparì 
nel caso contrario, e poniamo nella formola superiore s = ^ {nr — p) si avrà 

(58) P[| {nr —p), r, ri] = S,»(— l)"* coefficiente di «"> in 

£ 1 

(1 — x){i — x') .... (1 — aT) ' (1 — a?)(l — x') .... (1 — af"") 

essendo y = i (»* — 2m) , p =4 [p -+- m(m -4- 1) ]. Ora è evidente che i termini 
dèlia sommatoria del secondo membro corrispondenti a valori di m pei quali risulta 
ny — p<0 sono eguali a zero; quindi la sommatoria medesima potrà estendersi 
pel caso di r pari dam = ad m = |r — 1, e pel caso r dispari da m = 
ad m =\(r — 1). 

3? Supponiamo r pari e poniamo per brevità : 

F{x) = (1 — a?) .... (1 — aT) . (1 — x) .... (1 — aT^) 
si avrà : 

P[ i (w — ph »•» «] == 2- ("-^r coefficiente di «"> in «rr-r • 

Rappresentiamo con 1 — 05* , 1 — 05* , 1 — re*' , . . . . i fattori di F(a5), e siano 
a, , ò, , C| .... i minimi multipli comuni ai numeri a, ò, e .... ed al numero y; 
si avrà : 

/M» (1 - x')H - »'•)(! - /•) _ 

essendo f (x) una funzione intiera di x. Ossia ponendo : 



268 ANNAU DI MATEMATICA 

Jix) = (1 - »'*)(! - «*')(! -x') 

sarà : 

JL = iifl 

F{x) Jix) 

e : 

P [ |(nr — p), r, n] =2* ("" ^)"* coeffi«cnte di a?-^ in ^^ • 

Ora gli esponenti di x nel polinomio /(d?) sono evidentemente multipli di y; quindi 
nel polinomio x^ (f{x) si potranno trascurare quei termini nei quali l'esponente della 
X non è un multiplo di y giacché i medesimi non influiscono sul valore del coeffi- 
ciente di x"'' . Indicando con X{x'') il polinomio risultante dal trascurare quei termini, 
e ponendo J{x) = /ui(a?y) si avrà : 

P [ 1 (nr — p), r, n) = Jj^ (—1)* coefficiente di «"^ in ^ 
ossia : i^j 

Mx) 



P[|(nr — p), r, n] = ^ (—1)" coefficiente di «" in 



od anche t i^^ 

P [ J (nr ~p), r, n] = coefficiente di «• in V (— 1)*^. • 

Se r è dispari ponendo x^ in luogo di x nel secondo membro dell'equazione (58), 
si potrà anche in questo caso applicare la trasformazione superiore e si giungerà alla 

nella quale X^ix) , ii^ix) sono due funzioni intere di x. Quindi tanto per r pari , 

quanto per r disparì si avrà l'equazione : 

ìjl(x\ 
P [|(nr — p), r, n] = coefficiente di x" in -r-y 

essendo u(x) una funzione intiera di x, e v{x) il prodotto di fattori della forma 
1 — aj«. (*) 

Esempio. Sieno r == 4 , p = 2 l'equazione (58) darà : 

*) Gayley — Researches on the Partition of Nnmben. Philosophical Transactions — 1855, 



p [ 1 (w - p), r, n] == coefficiente di x" in 5«^~*>" ^ 
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P [i (4» - 2), 4, n] = cocfficienle di x- in (^ _ ^)(t _ ^^)(t _ ^^^^ _ ^i^ 

se* 
— coefBcienle di x* in 



(1 — x)^(\ — «")(! — «3) 

Per ridurre la prima frazione osserviamo che essendo ordinatamente 2, 2, 6, 4 i 
minimi multipli comuni ai numeri 1, 2, 3, 4 ed al numero 2 si ha: 

(1 — x)(\ — x%\ — x') (1 - «*) (1 - «)(1 — «') 1 H- « -f- « + « 
quindi la prima frazione equivale alla : 



(1 — «*)»(! — «*)(! — a?«) ' 

e trascurando i termini del numeratore nei quali gli esponenti della x non sono mul- 
tipli di due, si giungerà alla : 

P(2n — 1, 4, n) = coefficiente di «"* in rr r^r- 5-— 5- 

(1 — • «) (1 — « )(1 — re') 

— coefficiente di x' in 



C|«' 



(1 — xy(\ — «')(! — a?') 
o riducendo : 

P(2n — 1, 4, n) = coefficiente di «'• in ±^^ ,,,^ i • 

(1 — OJ) (1 — x*)(\ — «') 

4? La espressione f^(x) [equazione (59) ] si può ottenere nel seguente modo. 
Posto : 

<«») '<*) = %~-J!^ I 1^1 = * + C.« H- C^4- .... 
Si indichino con a, jS, y .... le radici dell'equazione : 

(1 — aj*)(l — «*)(! — «*^) .... == 
e con a, , jS, y )r| .... quelle della : 

(1 - x')(\ - x')(\ — /*) = 0; 

ora indicando con s^ la espressione : 

J_ J^ i ili 

si ha facilmente : 
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quindi, dedncendosi dalia (60) la : 

y'(a?) ^ C,-4- 2C^ H- 3C3a?*-4- .... 
9(0?) "^ 1 H- C,aj -f- C,«'-4- CjX^-f- ... 

si avranno le seginenti relazioni : 

C,-4- »,= 
2C,H- C,«,H- »,=^ 
^^^) > 3C3H- Ca-+- C A-+- «3= 

4C4-f- C3»,H- C,»a-4-C,«3-4- «4= ec 

I valori delle Sg , s, ... si ottengono, per una nota proprietà delle equazioni binomie, 
dalla seguente formola : 

•■- i^hiry i'y • - K")- K")- K?)- ■■ 

nella quale il simbolo Eli) rappresenta una quantità che è nulla se h non è di- 

visibUe esattamente per A; ed è eguale a A; nel caso contrario. 
Etempio» 

P(|n, 3, n) = coefiìcieale di ^ in (i _ ^^ _ ^)(t _ ^^ 

- coefficiente di aT m ^^ _ J^,^^ _ ^^ 

riducendo col metodo suesposto : 

1 + ^ 

P (I n, 3, n) = coefficiente di «* in — j-rr- tt 

• ' (I — « )*(! — a?*) 

1 — »^ 

= coefficiente di re* in ;t 5777^ rtr 

(1 — 05 )*(! — »*)* 

od anche supponendo n pari : 

« 1 — «* 

P(l»> 3, n) = coefficiente di « in rr r^r^ ;ri- 

^ • ' (1 — 05) (1 — sry 

Ora ponendo : 

___=__^= 1 4. C.« -I- Cp:» 4- .... 
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i coefBcienli C, , C,... faranno dati dalle forinole (61) nelle quali: 



s. 



- K") - ' - >'(?) 



ossia : 



quindi 



^»m+i — * > ^%{am^t) -— — O , ^^am^i) ^* « , 



P(»,3,2)=C,= 2, P(6,3,4) = C,= 5, 
P(9, 3, 6) = C3= 8 , P(12, 3, 8) = €4= 13, .... 

5? Supponiamo che la funzione omogenea del grado r omogenea in indice dell* 
ordine s e formata cogli elementi Oq » a, , .... a. debba soddisfare all'equazione : 

(62) a^^ + ia,± + Za,±+...+na^,±^0. 

Operando col primo membro della equazione superiore sulla funzione data otliensi 
evidentemente una funzione delle a, , a^ .... a. omogenea di grado r, di indice s — 1, 
e quindi composta di un numero P(5 — l^r, n) di termini. Mediante l'equazione su- 
periore si potrà in conseguenza determinare un numero P(9 — ly^*» n) di coefficienti 
numerici della funzione proposta, e sarà : 

Q(5,r, n) = P(5, r, n) — P(5 — 1, r, n) 

il numero dei coefficienti indeterminati della medesima. Se a questi coefficienti in- 
determinati si danno dei valori arbilraij si potranno ottenere moltissime forme dif- 
ferenti fra loro , ma di queste non saranno indipendenU che un numero Q(s, r, n) 
essendo le altre legate ad esse per mezzo di equazioni lineari a coefficienti numerici. 
Dunque il numero delle forme composte dagli elementi a^ , a, .... a. di grado 
r e di indice s, le quali soddisfano all'equazione (62), e sono indipendenti cioè non 
legate da relazioni lineari è Q(5, r, n). (*) Ora per la equazione (51) si ha : 

A/ X « • . ^- ^ II -1 A' (l~a^'")(l--a^'")»>(l— ^""^0 
Q(«, r, n) = coefficiente di af nello sviluppo di ^— tt ^ ^ — f^ ;t-^ 

quindi analogamente alle equazioni (52), (53), (55) si hanno le : 

Q(«, r, n) = Q(5, n, r) , Q(«, r, n) = Q(nr — «, r, n) 
(63) 

Q(«, r, n) = £nQ(« — m, m, n — 1) 
(*) Gayley — A Second Memoir upon Quantica — Pbylosophical Tnunsactioni. 
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ed analogamente alla (58) 

(64) Q[i(«»--p).r,n] 

=^(-1)- coefficiente di x»' i„ ^^_^^^^^,y^^_^^ ' (l^')(lj)...(l-^) ' 
Operando come al $? 3? per la funzione P si giungerà alla : 

Q [ |(nr — p), r, n] = coefficiente di «" in -rr^ 

M(X) 

nella quale \}(x) è una funzione intiera di a; e y(x) il prodotto di fattori della for- 
ma 1 — re*. 

6? Rammentando (Gap? 1? §? 1? — Gap? 3? §? 3?) che una funzione omogenea 
di grado r delle a^ , a, , a^ — a» 9 la quale sia omogenea in indice dell'ordine | nr 
e soddisfl all'equazione (62) è un invariante della forma dell'ennesimo grado, è chiaro 
che la espressione Q ( | nr, r, n) determinerà per quella forma il numero degli in- 
varianti indipendenti del grado r . Cosi siccome una funzione omogenea di grado r 
delle a,, a^ •'• a» > la quale sia omogenea in indice dell'ordine ^{nr — p) e sod- 
disfi all'equazione (62) é il primo coefficiente di un covariante dell'ordine p della 
forma dell'ennesimo grado; la espressione Q [ 7 (nr — p) j r , n] darà per la forma 
medesima il numero dei covarianti indipendenti di grado r e di ordine p. Quindi se 
nr è pari il numero totale degli invarianti e dei covarianti indipendenti di grado r 
della forma dell'ennesimo grado sarà: 

Q(inr,r,n)4-Q[i(nr- 2), r, n] -f- Q[ |(nr - 4), r, n] -f- . . . . 

+ Q(i,r, n)= P(^nr, r, n) 

e nel caso di nr dispari il numero totale dei covarianti indipendenti di grado r della 
forma stessa sarà : 

Q[l (nr — 1), r,n]-hQ[\(nr-- 3), r, «]-*-... . 

+ Q(l, r, n) = P [i (nr- 1), r, n] . 

Osserviamo che essendo (63) : 

Q[i(nr-p),r,n]=Q[i(m-p),n,r] 

la espressione Q [| (nr — p)ir, n] rappresenterà tanto il numero dei covarianti in- 
dipendenti di grado r e di ordine p della forma dell'ennesimo grado; quanto quello 
dei covarianti indipendenti di grado n e di ordine p della forma dell'erresimo grado. 
Talché può dirsi che ad ogni covariante d' ordine p e Ai grado r della forma di 
grado n corrisponde un covariante d'ordine p e di grado it della forma di grado r. 
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Quesla proprietà dei covarianti la quale vale evidentemente anche per gli invarianti 
viene denominata legge di reciprocità. 

7? Le Tabelle A, B, C .... seguenti furono calcolale coi metodi esposti ai $'.2?, 
3?, 4? Dalla Tabella A essendo : 

Q(n, 2, n) = coefficiente di «" in 1 H- af-h «*-+- .... 

deducesi che tutte le forme di grado pari hanno uno, ed un solo , invariante qua- 
dratico (Gap? 1? S? 4?). Dalla stessa Tabella essendo : 

Q(n, 3, n) =» coefficiente di 05* in 1 -f- x^-h «'-f- ... 

Si ha che le sole forme di grado 5 (mod. 4) hanno un invariante cubico; quindi 
per la legge di reciprocità la forma cubica avrà un invariante di quarto grado ( il 
discriminante di quella forma), uno di ^ado ottavo ( il quadrato del discriminante) 

«e 

Dalla Tabella B si ha : 

Q(n — 1, 2, n) = coefficiente di dp^ in x + «'-4- x^+ x^-h .— 

quindi tutte le forme di grado dispari avranno uno , ed un solo covariante di se* 
condo grado e di secondo ordine. Cosi per la medesima tabella essendo : 

Q [ I (3n — 2), 3, n] = coefficiente di scT in x\ì -+- «*-+- «*-!- ... ) 
Q(2n-i,4,n)=0 

deducesi che le sole forme di grado = 2 (mod. 4) hanno un covariante di terzo 
grado e di secondo ordine, e che nessuna forma binaria ha covariante di quarto grado 
e di secondo ordine. 

Dalla Tabella C si avrà che tutte le forme di grado pari hanno uno, ed un solo, 
covariante di secondo grado e di quarto ordine ; che le sole forme di grado = 
(mod. 4) hanno un covariante di terzo grado e di quarto ordine ; e che le forme 
dei gradi 3m, 3m — 1 , 3m — 2 hanno ciascuna m covarianti di quarto grado e 
di quarto ordine. 

Dalla Tabella G essendo^ 

Q[i(3n— l),3,n]=0 
deducesi che nessuna forma può avere covariante lineare e di terzo grado; e reci- 
procamente che la forma cubica non ha covariante lineare. 

Da ultimo dalle Tabelle N, P si ha che il numero totale degli invarianti e dei 
covarianti di secondo grado per le forme dei gradi 2m, 2m +1 è m-f-1; e che 
il numcfro totale dej covarianti di terzo jp^rado per una forma di grado 2m -4- 1 è 
(m -+- l)(m H- 2) 
2 

r«in. IL N! 5. 1859. 35 
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Tabella A. 
Qijnrfffn) = coefficiente di a^ in A(r) = coefficiente di of in A(») 

A(3) = ^_^ = i 4- «*+ a^ 4- 



A(4) = 



A(5) 



(l-«*)(l^x^) 






A(7) 



A(8) = 



(1 — a;*)(l — «•)(! — «»)(! — ««*»)(! — «") 



Tabella B. 
Q [ ? (^^ — ^)f ^9 ^] = coefficiente di x^ in B(r) = coefficiente di xT in B(fi) 

X 



B{2) = j-£-^ = a;(4 4-a;*4- x^-h . . . . ) 

B(3) =j-^ = «»(l4-«*-h«»H- ) 

B(4) = 

j. x^(ì — «") 

^^^ "" (1 - a^y(i — aj^)(l — aj») 

^^^ "" (1— a;y(i — «*)(! —a;*) 



To^e/Za C. 
Q[ t (****"" ^)> **> **] = coefficiente di o^ in C(r) = coefficiente di xT in C(n) 



C(2) = j-fL; « a;«(i 4- x*H- »*+....) 
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«4 
C(3) =j— -^==«^(1 4-«4^-a:«4- ) 



X 



^ ' (1— rc)(l— «^) 

-f- fiMC**"' 4- fii«**~* 4- III»'*-' -h . . . ) 
r/.;^ a?^(2 4- a?" 4- 2g») 



«• 



^^^^ ""(l-»r(l-»*){l-«*) 



rafoUa D. 
Q[ j (fir — 6), r, it] = coefficiente di a:" in D(r) » ooefficieoie di oT in D(it) 

D(2) = y£— , = aj3(i 4- «* 4- «* 4- .. . . ) 

^<^) = ^^^v^!j^v = «*{^ + «*-+- 2«*-f- «*4- 2»»4- «'"^ 2«" 4- ....) 



^ ' (1 - x){ì — «*)(!— ««)(! — «•) 
^ ' (1 — aj')'(l - jr»)(l — «♦)(! — sc^) 



^•^i^mm 



TtAdla E. 
Q[ ^ (nr — 8), r, n] = coefficiente di «" ia E(r) ^s: coefficiente di af in E(n) 



E(2) = j-^, =«♦(!+ a!'+ «♦+ ) 

^^'' - (1 _ x-)(l _ X*) 
E(4) = *' 



(1 - «)(1 - »•) 

„- . a!*(a + 2x'+ 2x»— 3a!«— 3»"- ix"+ a;") 
^ ' (1 - «♦)•(! - x»)(l - a!») 

^(^^ =(l-x)(l-a^)»(l-x*)(l-i*) 
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TflMb F. 

QiUmr — 10), r, »] = (odBdate iifim¥{r) = toMàttU CxT m ¥{t^ 



F(«) 



n^i? 



^^»' -(t-x-Xi-**) 
''t*) =U-*)(i-«*) 

_, . a^(l + x*+ 3»!*+ 3a^+ 4«»H- »"— »»«- »■«) 
*^^*> (1 - *»Ki - *'K1 - «^ 

«*(1 — «*— «*) 

ToMIa G. 
Q[ ^ (nr — 1), r, »] = coeffieienle di «* in G(r) = eoeffieieoie di aT in G(») 
G(3) = 



C(5) 



(1 — «')(! — a!')(l — «») 



ToMIa H. 
Q[ |(itr — 3), r, it] = coefficiente di x* in H(r) = coefficiente di af in H(ii) 



H(3) = j^r? = «(* +»*-<-«<+ ) 

"^'^ " (1 - X')(l - X*)(l - «•) 



Q[ ; ('"' ~ i^)* *** "] = coefficiente di x* in K(r) ^ coefficiente di a^ in K(») 



-j3 

K(3) = _ t = «'(1 + «»4- «*+ ) 

^ ' ~(ì- «')(! - «*)(1 - «*)(! -»») 
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TaheUa L. 
Q[ j(nr — 7), r, n] = coefGcienle di «* in L(r) = coefficiente di x'' in L(n) 

L(3) =5 i = «5(1 4- «*-f- «*-f- ) 



1 -«^ 

^^^ "" (1 - x')(i - «*)"(! - x^)(ì - «») 

To^e^ M. 
Q[ I (nr — 9), r, n) = coefficienle di x" in M(r) = coefficiente di xT in M(n) 

^,^. x^ì 4- 3«*4- 205*— 2«»— 3aj»^— «"— ««'^-f- «'*) 
^^^^ = (1 - x4)*(l - x^)(ì - x*^) 

Tabella N. 
P (I nr, r, n) = coefficiente di x" in N(r) = coefficienle di aj*" in N(n) 

1 — «* 
^<^) =(l-x«)«(l -«4)* 

"^(^^ == (1 - «)(! - x«)«(l - aj3)« 

_ 1 4- g*4- 6a?*4- 9g^4- i2a?»+ 9a;'^4- 6g"4- ag'^4- g'^ 
^^^^ (1 - xy{ì - «^)(1 - x^){ì - «») 

N/fi\ _ 1 4- g'4- 3g^-f- 4a?*4- 43?^ 4- 4a?^+ 3a?7 4- g^4-a?'° 
^^'^^ ~" (1 - x)(ì - aj')*(l - x'){ì - «*)(! -aj5) 

roòeZ/a P. 
P [f (nr — ' 1), r, n] = coefficiente di x^ in P(r) = coefficiente di «'* in P(n) 

P(3) =fj:^ =x(l+3x'+6x4+10»«+ .. + i2±i|2ì±!)«.«4. \ 

p, . _ »(! + 4a!'+ 8a!*4- 10a>*4- lOic'4- 8ie"'4- 4a!"H- »'*) 
^ ' (i - «')•(! - «')(1 - «•){! - x') 



■ ••• M < 
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SUR LES UGNES DE GOURBURE DE LA SURFÀCE DES ONDES. 
PAR M'. EDOUARD COMBBSCURE. 



1. Les équalions de la normale aa point Xf y^ % d*aiie sarface qaelconqoe peu- 
veni s'ecrìre : 

>9 fi, V désìgnanl les cosinus de direcUon de eetle droile, el R la distance du point 
X, y^ % k un aalre poinl quelconque X, Y, Z de la partie inléiienre de celle méme 
droile. Si ce demier poinl esl lei que en marchanl sur la surface, la normale in- 
finimenl voisine renconlre la première au méme poinl X, Y, Z , les équalions pré- 
cédenles devront subsisler quand on fera varier infinimenl pei x^ |f, % el par suite 
A, fi, V, les aulres quanlilés R, X, Y, Z reslanl conslanles. On aura donc ainsi les 
équalions suivanles des lignes de courbui*e : 

(1) àx = RdX , dy => Rdfi , é% = Rdv . 

Ges équalions se réduisenl évidemmenl à deux, à cause de la relalion 

>dX -H fidfi + vdv = 

el reproduisenl par l'éliminalion de R Téqualion ordinaire des lignes de courbure ; 
mais il peul-élre avanlageux de les conserver sous leur forme acluelle, comme cela 
parail avoir lieu dans la queslion parliculiére que j ai en vue et dans toutes celles 
où Féqualion de la surface renferme symelriquemenl les coordonnés x^ y, z. 

2. En posanl: 

(2) aj'-f- y*-f- «"= « , ar*4- V+ <»*= P » 

a(ò 4- c)«*4- h{c -\- a)y*H- c(a H- ò)i*= y 

l'équation de la surface des ondes esl la suivanle: (voir Lamé. ih. de TElasticilé, 
pag. 245) 

a, ò, e élanl écrils ici pour plus de simplicité au lieu de a', ò*, e*. En considéranl 
dans les relalions (2) a, ò, e comme posilifs ou négalifs on donne Keu à deiu va- 
riélé« nouvelles de surface» qui soni en quelque sorte a la surface des ondes ce que 
les hyperboloì'de à une el à deux nappes soni pour les ellipsoì'des, du moins quanl 
a cerlaines affeclions de formj doni je n'ai pas pour objel de m*occuper présenlemenl 
pas plus que des surfaces du 4"*°. ordre qui soni telles que les Irois plans coordonnés 



PURA ED APPLICATA. 279 

les coupent, chacun en particulier, suivantes deux courbes séparées du 2""* ordre , 
siluées d*une manière quelconqae dans ces plans, el doni l'elude n*esl pas dépourvue 
d*in(éret. 

Des équatìons précédenles, on déduil : 

et par suite : 

X = g [ a« 4- P — a(t -f- e) J 

(3) j f*=^[^«H- P-6(c+ a)] 

V = g [ ca 4- |3 — . c(a 4- ò) ] 

où nécessairemenl : 

D*= Sa?* [ a« 4- P — a(ò 4- c) ]». 
Si Fon pose abréger : 

a4-^-f-c = A, ab -h bc-hca= B j abc= C 

el qu*on ail égard aux idenlilés : 

a*= aA — a(è 4- e) , a*{b 4- e) = Ba — C , 

a^{l, 4. c)*= Ba(b 4-c) 4- Ca — AC , 
qui enlrainent : 

(«) SaV=AP-7, Sa*(è-|-c)«*=Bl3— C«, Sa*(è4-c)V=By4-Cl3— AC« , 

on Irouve facilemenl, en lenant compie de la relation y = a^ + C : 

D'= (op — C)(P — «*4- A« — B)- 

Des expressions précédentes des cosinus résulie loul de suite , en ayant égard aux 
idenlilés (a) : 

SXa? r= ^^-^ ' Sa>x =-5- (P - «V A« ~ B) 
ou, en prenanl pour D un signe délerminé : 

S>^= V p-«»4-A«-B - SaX.. = ^V Ì"="C 

Si l'on pose p s= S^ , p représenle la longueur de la perpéndiculaire abaissée de 
Torigine sur le pian langent, el la seconde des équalions superieures donne : 
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il'où 



SaXa:=^ 



fi 
Sax dX = d - — SaXdx . 



P 
Mais d'après les cxpressìous (3) on a : 

Sax da; = ^(a dSaV-h P dSox*— dSa'(6 -h c)a?\ 

par conséquenl en tenanl compie des relations (a) on obtient : 

1 / \ 1 d.3 1 

^^ ^"^ "= iby'^ "■ '''■^ ^'^ ~ ^^"^^ ~ <*'^ "^ ^^^7 = 2 "7 ■" 2^ ^^ 

D'ailleurs les équalìons (1) fournissenl toul de suite : 

Sax dx = R Sao; dX 



ou : 



douc en sùbsliluanl 



\ dl3 = R Soa; dX 
2 • 



i,3 = R(f +H--2P^) 



En posanl p*= v , -r- = fl el en observant que : 

1 1 

d/? = Sa? dX = -^ Sjt da; = ^ da 

on a définilivemenl le groupc suivanl relalif aux lignes de courbure de la surface 
des ondes : 

(4) d(x=^edVy 6Q = 6{vda -{ ^ — ), 3=-^ 

\ ^ / V — a 

la dernière équalion n*élanl aulre quo celle qui definii p^ ou v résolue per rapporl à (3. 
3. Si Fon pose v = consl°. , il resulle de ces équations a = consl*". el aussi 
|3 = const^ Mais l'bypollìèse simultanee a = consl'' , v = const^ ne délermine gè- 
néralemenl qu'un nombre limile de poinls sur la surface des ondes. Il faudrait pour 
que celle doublé hypolhèse correspond réellemenl à une ligne de courbure que la 
valeur correspondante de fui indélerminée; ce qui n*a lieu que pour les Irois va- 
leurs simullanées el parliculicres v =^ot = a, ò, e qui répondent aux Irois sections 
circulaires données par les plans coordonnés. Les trois sections ellipliques , fournies 
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par les mémes plans, doivenl aussi satisfaire aux équations (4) , ce qu*il est facile 
de vérifier. Si Ton fait effectivement ^ =sbc , ce qui donne z = 0$ les équations 
(4) deviennent : 

da = fl dv , «Ma =bcAv ou d - = — 7— > 

V oc 

bc 
valeur qui satisfait à la troisième (4) laquelle devient ici v = , Cette so- 

u "T" C — — a 



lution particulière comprend la solution circularre, car en y faisant » = e, elle re- 
donne v •= e. On connait ainsi les trois solutions particulières : 

bc ca ab 

V = ; , V = » V = 



b -h C — a C+a — a 0-f-^ — a 

que doit reproduire l'intégrale generale en attribuant à la constante arbitraire trois 
valeurs particulières convenables. 

Ce qui vieni d*étre dit fait voir que la surface développable circonscrite à la 
surface des ondes et à une sphère concentrique, surface pour laquelle v et par suite 
oc soni conStanis, ne peut pas toucher la surface des ondes suivant une ligne de cour- 
bure de celle ci, excepté pour les hypothèse particulières ci-dessus signalées. Ceci 
confirme une inexactitude signalée et mise hors de doute par M^ Bertrand à la page 
817 des Comptes Rendus (1858) et par M^ Brioschi à la page 135 des Annali 
di Matematica (1859); inexactitude sur laquelle M^ Cayley est revenu à son tour 
dans le n? de mai 1859 du Quarterly Journal, 

4. On déduit de la troisième équation (4) en designanl par II un produit sy- 
metrique de trois facteurs : 

_ — dt;n(a — o) 4- da{ (2a — A)t;'-f- (B— o?)v — C\ 

cu bien : 

— dv n(g — g) 4- da { n(t; — o) — v(v — af\ 

^ ~ (v - «)« 

d'où: 

, - _ da n(t; — a) -— dv TLla — a) 

dp 4- f;da= i -^ -i — i i . 

(V —a) 

La première et la deuxième équations (4) donnent: 

d/3 4- w da = S Jdp 4- v da 4- ( v — -jdv 
«4 en éliminant par la première : 

(dp 4- t;da)(dt; — da) = / v — ^ jdv da; 

Tom. IL N 5. i»o9, 36 
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^ lat^ — C»4» — «j — vildx — c> 



9 — X) 

ififrH CCS falcar» «i aan piar T 



-^*ì = ;^ ! = • 

re <|fii ie réàml à: 

O» pesi iWMWftf ré«|mm 4*E«kr reblhe à l'Wiiitkw éi 
eiMMne «• tm partkalier ^ cdle-d oa ^ cdle aaiie piv 



^ ^9 ^f 9 / désigneraieot dcs fooctioat da 4"*. degré. Ce fippfockil et Pexi- 
ft^fiee dei sototioni particalières qee fai aigaaipes aiaai qa'aae aalre aoiatioadoal 
je trais dire bientói oo moC, pooiraieot porter à penser qae llaléfnle géaénk csl 
noe fonelìon algébnqoe; dmìs josqa'à piai aa^Je ialonaatioa ced ne doit élre con- 
«idéré qae cooime une iimple iiidaciioD. 

En dirìsanl par U{v — a) l'éqaatioD dìllemitieUe d-dcssoi eatre a et v et de- 
eompofanl enaaife en fraeUoni aimples le coefficieDl de de dv , oo doane Cacflemeot 
à eeile éqaation la forme iaÌTanl dont la sroielrie supériemre ei m/meare, si je 
paia m'eiprioìer aìnsi , préseole on type facile à relenir : 






a — a 
= = 



Si Fon conaidére v ei a comme Tabaciiae et Fordonnée d*ODe coorbe piane, et qae 
Fon prefine sor la biaaecirice d)t l'angle dea aies positifs dea coordonnées Ov et Da 
trm» poÌDU A, B, C tei qae OA = a^2 , OB = h^% , OC = c^2 , en deaignant 
par M an point qaelconqoa du liea qui correspond à Féqaation différentielle précé- 
dente, et joignanl M aax pointa 0, A, B, C : celle éqaation poorra s'ecrire : 
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(da V da 

^) Mg ?i+ lang ff^-h lang tf^— tang tf}^ ^- tangf, Uiig9, tang (p3= 

?» ?i 9 7a » ?3 désignanl les angles que formeol les quatre lignea obtenoes avec l'axe 

da 
dea V. Si Fon déaigne en ootre par tango»! , tang 4% les d«ox yaleiin de -p- rela- 

tives aa point M, on aura lea relalions géometriques : 

tang «, + tang e», 4- tang 9 == tang <p, + tang 9, -f- tang 93 
tang u, tang &>« ■» tang 9^ tang 9, tang 93 . 

De ceci résolte un certain moyen géometrìque de constmire par pointa le lieo des 
pointa M. 

Dans le cas où ò = a Téqaation (6) deyient iUoaoire quant à ce qui concerne 
les lignea de coorbore de la anrface dea ondea. Maia en l'enyiaageant comme se rap- 
porlant a nne courbe piane et supposant en outre e = elle donne : 



dV' ir — o\ V v/ 



d*oà Fon déduit facilement : 

~s=:-i2 1 en prenant t) = H Vv{a — v) 4- - 

V t)\ ti/ a 

H étant la constante arbitraire. Enfin on peut remarquer la solution particnliére a=v 

qui yerifie Téquation (6) et n'a aucun rapport avec lea lignea de courbure de la sur- 
face des ondes. 

5. Les équations de la normale donnent : 

X*=«*— 2IU« -f. RV ec. 
si donc on fait : 

on aura : 

il==«-.2jiR4-3R», 

Bc=:p^2RSa«X+ AR' 

G »== r — 2RSa(ò 'hc)xk'h 9SR^ 

D'aprèa les identités (a) et lea expreaaions A» fc, v od trouve lout de suite : 

en ayaM égard k to ^-alcur de So«X du n? % 00 aurt doae ! 



884 ANNAU M VATEÌfATlCA 

en y joignaiit réqnalkm (6) on : 



( » — a V) V — a 



et: 

»(*"— Atf H- B) — C 



P = 



V — 



réliminaiioD de fi^ a^ Vf entre ces cinq éqoatioiis doniiera en A^ B^ C l'égiulioa 

da lieo des centres dea co urimr ea prineipales. 

6. J'ajooteraì ici «jiielqiies relatkma diilereDtìeUes qui peoTem étre nliles. Si Ton 

hit: 

A = (a — ò)(» — c)(c-o) 

on aait et l'oo dédnit faeileineiit des éqnations (1), que : 

En différentiant cea expreaaiona et ayant égard aux identitéa : 

&^(J-.c)=— A, S6c(ò— c) = — A, Sa(ò*— c^=A 
Sòc(y— e*) = — AA , Sa^b — e) = — AA 
S6^c»(5— e) = — BA , Sc^C^— O = — BA 

on tixraye aiaément pour Tespression da carré da d'on element de coorbe qnelconqoe 
tracée aar la aarface dea ondea : 

— s «• — Aa 4- B — fi — t C — cS t 

4da = ^ — £ dT H-— -^ d? • 

On obtient de la méme manière : 

^^ n(« - o) n(i3 — fcc) '^ 

Mainlenanl, ai l'on obaerve qae lea éqaaliona des lignea géodésiqaes d'ane sarface 
qaelconque peuvent a'ecrire : 

d*«=»mda*, d'y— Nf*da*, d*» = Nv da* 
N étant une indéterminée, et qae ici learelaliona; SdB^=a, Sax*=^ donnentsue* 



cessivement : 



on aura d'abord 



el ensuite 



d*où: 
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S« da? = id« , Sx d*« = I d*« — d«* 

Saa; d« = i dp , Soa? d»« «= A d'p — Soda:' 

Sa?d'« = Nd«* SXaj = Np d«* 
Saa? d*« = N d«* Sa>aj = N^ d«* 

|jd»« — d«»= Np di' 

id»l3-Sodaj*=N^d«* 

P 

d*« - 2d5*= ^ (d*l3 — 2So da?») 



pour l'équation des lignes géodésiques , dans laquelle on substituira pour d«* , et 
Sa dx' leurs expressìons précédentes , et où l'on prendra ensuite ce qu*on voudra 
pour la variable indépendanle. 

Paris, 25 Aoùt 1859. 



OSSERVAZIONI SULLA MEDESIMA QUISTIONE 
DEL SIG. PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 



1? Dairinteressante lavoro del Sig. Combescnre risulta che considerando il punto 
di coordinate x, y, z della superficie delle onde^ ed indicando per quel punto con 
r il quadrato del raggio vettore, e eon p il quadrato della lunghezza della perpen- 
dicolare al piano tangente; la equazione fra quelle variabili delle linee di curvatura 
della superficie medesima è la seguente (vedi equazione (5) ): 

(1) ?(P)(^y + ?W + J {V(P) 9(p-r)- ?(p) (3p - r) } ^ = 

essendo : 

f^(t):^(t—a)(t — b)(t—c). 

Dalla equazione superiore si passa facihnente alla : 



«M uBàu m moMaàJKà. 



alto: 



W 



M?)'-''*'^*^ 




ndki 4Mle m è f&m^ per kteriiè f<^ :» ^^^. 

>, ^, » i eeini 4e||l «gai die b 

ki mfttéóe ééà^ 9tét Mae fai 
M»rie de rEImMti, ft§. MS.) 

(3) !«-»-?» -j- w — ▼, - 

fallii»» »»▼;,>»▼'; rimili (i) a fiaiifiii y=« 

'-'(«^*.-^)- •-'('^*.-^i)- ■-<vw+.-^) 



■•7^» 



e4 oiienrMidfa» dbe (Iimi^ f^ 338 e^w. (37)(39) ) 



m ffhs 

Le TifiiMi ff p mmo quindi legale alle s, f 4aDe : 

Da 4«aile li dedncoiio le reiaxioiiis 
oMia ponettdos 
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log 5 ; '" = fi 

le seguenli : 

Ora soslituendo qaesti valori nella equazione (2) si otterrà 1* equazione fra le va- 
riabili tf, V delle linee di curvatura della superficie delle onde; ma questa equazione 
evidentemente è dell'identica forma della (2) ; dunque si ha la singolare proprietà , 
che sostituendo, nella equazione (1) del Sig. Combescure, ordinatamente alle varia- 
bili r, p le variabili v, u l'equazione risultante è quella della linea di curvatura 
della superficie delle onde fra queste ultime variabili (*). 

Ponendo per brevità ^ == k sì hanno per i valori delle coordinate x , 

PI»" — P) 
y , z di un punto qualunque della superficie delle onde in funzione delle quantità 

r, p le formole seguenti .* 

^ , r — a , r — b , r — e 

X = X^p, , y = fA^p, T ♦ z = v^p. 



p— a ^ ^^*^ p — b V — ^ 

essendo : 

9 (a) ^ (p(ft) 9 (e) ^ 

Pavia. Novembre 1859. 



(*) Il Sig. Rouché aveva presentato nella sedata del 13 Giugno 1859 dell' Academìa delle Scienze 
(Institot. N! 1328) una nota nella quale annunciava aver trovato 1* equazione delle linee di curvatura 
della superficie delle onde sotto forma finita e algebrica, assumendo quali variabili le velocità di propa- 
gazione. In seguito ritirò quel lavoro essendosi accorto di un errore di calcolo — . Osserviamo che le 
linee sulla superficie delle onde per le quali u «cost"., v sscost«. non sono ortogonali come abbiamo as- 
serito nella nota della pag. 135 Anno 2! di qaesti Annali ; la equazione (3) di questa nota è la condi- 
zione per l'ortogonalità nel solo caso in cui si verifichi l'equazione (2) ; quindi per le linee u «= cost«. 
V ss cost«. non verificandosi la condizione (2) non può aver luogo la (3). 
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FONDAMENTI DI UNA TEORICA GENERALE DEIXE FUNZIONI 
DI UNA VARIARILE COMPLESSA. 

DI B. RIBMANN. 

(TraduzioDe dal ledeteo di una DìaMrtaiiooe tnaogarale 
pubblicata a Góttiiir» ndiSM). 



i. 

Se ad ogni valore di una quantità variabile z, che può prendere successivamente 
lutti i valori reali , corrisponde un solo valore della quantità indeterminata w , si 
dice che w è una funzione di z, e se quando z percorre con continuità tutti i va- 
lori compresi tra due valori dati, anche w varia con continuità , la funzione w in 
questo intervallo si dice continua. 

Questa definizione evidentemente non stabilisce alcuna legge tra tutti i particolari 
valori della funzione, poiché se si dispone della medesima per un intervallo determinato, 
il modo della sua continuazione al di fuori dello stesso rimane del tutto arbitrario. 

La dipendenza della quantità te; da z può esser data per mezzo di una legge 
matematica, in guisa che per mezzo di date operazioni di calcolo si possa trovare 
per ogni valore di z il corrispondente di te;. La proprietà di potere essere determi- 
nate per ogni valore di z compreso in un certo intervallo, mediante la stessa legge 
di dipendenza , si attribuì un tempo soltanto a un certo genere di funzioni ( Fun- 
ctiones conHnuae di Eulero) ; ma le nuove ricerche hanno dimostrato, che esistono 
espressioni analitiche, per le quali può rappresentarsi qualunque funzione continua in 
un dato intervallo. Perciò è lo stesso definire la dipendenza della quantità w dalla 
quantità z come dala in modo arbitrario, o come data mediante determinate opera- 
zioni di calcolo. Ambedue i concetti coincidono in conseguenza dal menzionato teorema. 

Ma non è più cosi , quando 'le variazioni delle grandezze z non si limitano ai 
valori reali , ma comprendono anche i valori complessi della forma x -h iy ( dove 

Siano X -h iy x -\- iy -h àx -hiày due valori di z infinitamente viciìii , ai 
quali corrispondano per w i valori u + tv , e u + tv + du + t dv. Allora, se as- 
sumiamo arbitraria la dipendenza della quantità w da z, il rapporto ; rr- mu- 

d« 4- »dy 

tcrà in generale con i valori di dx e dy, poiché, ponendo dx-f-t àys=stef'y avremo 
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dx-hidy ■~2\dà'^diif/"*"2\dx dy/* 

Ijdtt^dt^ /dt^ du\.)d« — tdy 
'^ 2\dx'^ ly '^\dx^ ày )* 



do; 4- » dy 

_l/dtt dt^\ l/dw dttV ll^_^ / dv duV 
~2Vd«"^dyj"*"2Vd«'"dyy*'^ 2 (di dy" "^ \d« *^ dy/* 



Ma in qualunque modo te; si pòssa delerminare in funzione di z, mediante le sem- 
plici operazioni di calcolo, il valore del quoziente differenziale — è sempre indi- 
pendente dal valore particolare del differenziale à% {*)-, quindi» mediante le semplici 
operazioni di calcolo , non può esprimersi una dipendenza qualunque della quantità 
complessa w dalla quantità complessa z. 

La notata proprietà di tutte le funzioni determinabili in qualunque modo per 
mezzo di operazioni di calcolo la porremo per fondamento delle seguenti ricerche , 
dove una tal funzione sarà considerata indipendentemente dalla sua espressione, poi- 
ché noi partiremo dalla seguente definizione senza dimostrare adesso che essa è ge- 
nerale e sufficiente per qualunque dipendenza determinabile mediante operazioni di 
calcolo. 

Una variabile complessa w si dice funzione di un altra variabile complessa z , 

quando varia con questa in modo che il valore della derivata -p sia indipendente 

dal valore del differenziale dz. 

2. 

Tanto w quanto z saranno considerate come variabili, che possono prendere ogni 
valore complesso. Per concepire chiaramente queste variazioni , che si estendono in 
un campo continuo di due dimensioni, converrà ricorrere a una rappresentazione geo- 
metrica. 

Rappresentiamo un valore qualunque x + iy di z con un punto del Piano A, 
il qual punto abbia per coordinate ortogonali x e y, e un valore qualunque u+tv 
di w con un punto Q del piano B, e di coordinate ortogonali u, v. Ogni dipendenza 
di te; da z sarà rappresentata allora come una dipendenza della posizione del punto 
Q da quella del punto 0. Se ad ogni valore di z corrisponde un valore di w che 

(*) Questa proposizione è evidentemente giustificata in tutti i casi , nei quali dall' espressione di to 

si può per mezio delle regole di derivazione trovare un espressione di -p in funzione di x; in questo 
senso per adesso la riterremo vera rigorosamente e generale. 

Tom. II. N: S. 1359. 37 
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varia con z in modo continuo e determinato, con altre parole, se u e v sono fun- 
zioni continue di ^ e y , ad ogni punto del Piano A corrisponderà un punto del 
Piano B, ad ogni linea in generale una linea, a ogni area continua un area continua. 
Quindi si potrà rappresentare questa dipendenza di «; da 2 come una imagine del 
Piano A sul Piano B. 

3. 

Determiniamo ora le proprietà che ha questa imagine quando w è funzione della 

grandezza complessa z, cioè quando — è indipendente da dz. 

Indichiamo con un punto del piano A nella vicinanza di 0, e con q la sua 
imagine nel piano B, quindi con x -\^ iy -h ex -h i ày e u + vt + du -f- »dv i 
valori rispettivi di z e «; in questi punti. 

Riguardando e Q come origini delle coordinate, dx, ày e du, dv saranno le 
coordinate ortogonali dei punti e 9 , e ponendo : 

d^ -^iày = téf* 9 dtt -I- i Av = yj€*' , 

e, f, Y), <p saranno le coordinate polari di questi punti. 

Siano ora 0' e 0" due posizioni determinate di infinitamente vicine ad O, di- 
stinguendo le quantità che ad essi si riferiscono, mediante indici analoghi , avremo 
per le supposizioni fatte : 

du'4- idv dM"-4-tdt;" 



e quindi 



onde 



dx'-h i dy' d«"4- édy" ' 
du"-+-*dt;" "" ?' ■*'d«"-f.édi(" " «""^ 



cioè nei triangoli o'Oo" e g'Qg'^ sono eguali gli angoli o'Oo", e qQ'q, e i lati che li 
comprendono sono proporzionali tra loro. 

Dunque i triangoli infinitamente piccoli corrispondenti , e quindi in generale le 
parti infinitamente piccole del Piano A e le loro imagini sul Piano B sono simili. 
Una eccezione a questo teorema si presenta soltanto nei casi particolari , nei quali 
le variazioni tra loro corrispondenti di z e di w non istanno tra loro in un rap- 
porto finito, ciò che tacitamente si supporrà sempre escluso (*). 

(*) Sopra questo soggetto si veda « Allgemeine AnAdsung der Aofgabe : die Theile einer gegebenen 
Pliche so abzubildeo, dass die Abbildung dem Abgebildeten io deo kleinsten Theiien ahnlich wìrd, tod 
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Se poniamo il quozienle differenziale « 

dtt + iàv 
dx + f dy 
sotto la forma 

(dtt .dv\ . . /év dtt A. , 

àx + tdy 

é chiaro che esso avrà lo stesso valore per due valori qualunque di d« e dy, sol- 
tanto allorché sarà : 

dtt dv dv dtt 

d« ~" djf d» "~ dy 

Queste condizioni sono dunque necessarie e sufficienti, affinchè w ^=3 tt -f- vi sia una 
funzione di z = a; + ty. Dalle medesime seguono l'equazioni : 

d*tt d*tt ^ d*v dV ^ 

a?" -^dip-^^' d^-^d^^"^' 



le quali sono il fondamento per la ricerca delle proprietà , che appartengono a un 
termine di una tal funzione separatamente considerato. Noi anteporremo la dimo- 
strazione delle più importanti di queste proprietà allo studio della funzione completa, 
ma prima ancora spiegheremo e stabiliremo alcuni punti più generali, per facilitare 
queste ricerche. 

5. 

Nelle seguenti considerazioni limiteremo le variazioni di x e di y a un campo 
finito, riguardando come luogo del punto non più il Piano stesso A, ma una su- 
perficie T distesa sopra il medesimo. Preferiamo questa rappresentazione , per la 
quale non farà difficoltà parlare di superficie sovraposte, per rendere evidente la pos- 
sibilità che il luogo del punto si estenda più volte sopra la stessa parte del Piano; 
però presupporremo in questo caso, che le superficie sovrapposte non si attacchino lungo 
una linea, in guisa che non si abbiano né piegature della superficie, né intersezioni 
di parti sovrapposte della medesima. Cosi il numero delle parti di superficie sovrap- 
poste in ogni parte del Piano sarà completamente determinato, quando sarà data la 

— ■— t I I I I II — — ^n^— ^.l— — .— W^i^^— . 

C. F. Gauss. ( Als Beantwortung der von der Kdniglicheii Societit der Wisseoschaften in Gopenbasen 
fttr 1822 ausgegebenen Preisfrage » abgedrackt in : « Astronomische Abhandiungen, heransgegeben Ton 
Schumacher. Drittes Heft, Altona, 1825. »). 
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ponzMMie e il senso del cootomo (cioè la saa parte interna ed estema); queste parti 

potranno però continuarsi una nell'altra anche in modi diversi. 

Infitti, se coodociamo per ona parte qnalonqae del Piano coperta dalla super- 
ficie ona linea qualunque /, il numero delle parti di superficie sovrapposte muta sol- 
tanto quando si oltrepassa il contomo, e muta di + i procedendo dall'esterno all' 
intemo, nel caso opposto muta di — 1, e quindi è per tutto completamente deter- 
minato. Lungo questa linea ogni parte di superficie clie vi termina si continua in 
modo intieramente determinato, finché la linea non incontra il contomo, poiché non 
può aversi ìnditerminatezza altroché in ponti separati, o giacenti sopra la linea stessa, 

a una distanza finita dalla medesima; quindi limitandoci a una parte della linea / 
condotta nell'interno della superficie, e da ambedue le parti della linea stessa a una 
striscia di superficie sufficientemente piccola , possiamo parlare di determinate parti 
di superficie che vi terminano, il numero delle quali ^ eguale da ambedue le parti, 
e che noi, stabilita una determinata direzione alla linea, indicheremo, quelle di si- 
nistra con tti , a, , . . . a« , quelle di destra con a', , a'^ , . . . a'«. Allora ogni parte 
di superficie a si continuerà in una parte di superficie a' : e questo in generale av- 
verrà per tutta la linea / , ma per posizioni particolari di / può in uno dei suoi 
punti essere altrimenti. 

Se ammettiamo che al di sopra di un punto 9 (cioè lungo la parte della linea 

1 che si avanza) colle parli di superficie a', , a', . . . a'« siano attaccate le parti di 
superficie a, , a, — a« > al di sotto dello stesso poi le parli di superficie a. a^ ... a^ , 

dove a, a^... a^ differiscono da 1, 2, ... n solo nell'ordine, un punto che al di so- 
pra di (T da a, passa in a', , quando al di sotto di e riloma alla sinistra, entrerà 
in a^ , e quando gira intorno al punto 9 da sinistra a destra, l'indice della parte 

di superficie, in cui si trova, percorre successivamente i numeri 

1 , a, , a , , . . fi. y ^jt, 9 • • • 

In questa serie tutti i termini sono differenti tra loro, finché non torna il termine 1, 
perché un termine medio qualunque a^ é preceduto immediatamente e necessaria- 
mente da fi e successivamente da tutti i precedenti termini sino ad 1 ; ma se dopo 
un numero di termini, che evidentemente é minore di n e che sia = m, ritorna il 
termine 1, gli altri devono seguire nello stesso ordine. Allora il punto che si muove 
intorno a a dopo m giri ritorna nella stessa parte di superficie, e resta sempre in m 
parti di superficie sovrapposte, le quali si uniscono in un solo punto a. Chiameremo 
questo un punto di giramento di (m — i)"'"^ ordine delle superficie T. Applicando 
lo stesso processo alle altre parti di superficie, se queste non saranno tra loro di- 
sgiunte si divideranno in sistemi di m, , m, , .. parti di superficie , nel qual caso 
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saranno nel punto a anche dei punti di giramento di (m, — l)****", (m, — !)•"*•• 
ordine. 

Quando è data la posizione e il senso del contomo di T e la posizione dei suoi 
punti di giramento, T o è completamente detcrminata o limitala a un numero finito 
di forme differenti; e questo ultimo in quanto che queste determinazioni possono ri- 
ferirsi a diverse parti di superficie sovrapposte. 

Una variabile che per ogni punto O della superficie T, in generale, cioè senza 
escludere una eccezione per linee e punti singolari (*) , prende un valore determi- 
nato che varia con continuità colla posizione dello stesso, può evidentemente riguar- 
darsi come una funzione di x, y, e dovunque in seguito parleremo di funzioni di 
Xf y^ le intenderemo cosi. 

Prima di passare a considerare queste funzioni, intercaleremo anche alcune con- 
siderazioni intorno alla connessione delle superficie. Ci limiteremo a superficie che non 
si divìdono lungo una linea. 

6. 

Riguarderemo due parti di superficie come connesse o appartenenti a uno stesso 
pezzo, quando si potrà condurre una linea che senza escir dalla superficie vada da 
un punto dell'una a un punto delPaltra, come separate, quando questo sarà impossibile. 

Lo studio della connessione di una superficie si appoggia sopra lo spezzamento 
per mezzo di trasversali, cioè di linee che partendo da un punto del contorno per- 
corrono la superficie semplicemente, cioè senza passare più volte per uno stesso punto, 
e vanno a un punto del contorno , il quale può anche essere un punto delle parti 
aggiunte al contomo, cioè uno dei punti delle trasversali. 

Una superficie connessa, quando da ogni trasversale è divisa in due pezzi sepa- 
rati, dicesi semplicemente connessa, altrimenti molteplicemente connessa. 

Teorema 1? Una superficie A semplicemente connessa è divisa da ogni trasversale 
€ib in due pezzi semplicemente connessi. 

Supponiamo che uno di questi pezzi non venga nuovamente diviso in due pezzi 
separati da una trasversale ed; secondo che nessuno dei due estremi, o l'estremo e, 
ambedue gli estremi cadessero in aht ristabilendo l'unione lungo l'intera linea ab 
lungo la parte cb o lungo la parte ed della stessa , si otterrebbe una superficie 
connessa, che nascerebbe da A mediante una trasversale contro il supposto. 

(*) Questa limitazione non è imposta certamente dal concetto di Fmuiòne in se, ma è necessaria 
per potere applicarle il calcolo infinitesimale : una funzione che in tutti i punti di una superficie è di- 
scontinua, come, per esempio, una funzione che ha il valore i quando x è commensurabile, e y è com- 
mensurabile, e altrimenti ha il valore 2, non può assoggettarsi né a differenziazione né a integrazione , 
quindi non può assoggettarsi (immediatamente) al calcolo infinitesimale in generale. La Umitaiione fatta 
arbitrariamente qui per la superficie T sarà, più tardi (Art. 15) giustificala. 
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Teorema 2? Quando una superficie T da n^ (*) trasversali q^ è divisa in un 
sistema T^ di m, pezzi semplicemente connessi, e da n^ trasversali q^ in un sistema 
Ta di m, pezzi, n, — m, non può esser maggiore di n, — m^ , 

Ogni linea q^ , quando tutta intera non fa parte del sistema di trasversali q^f 
forma contemporaneamente una o più trasversali q\ della superficie T, . Come estremi 
delle trasversali q\ si devono riguardare : 

1. I 2n^ punti estremi delle trasversali q^ , fuori che quando queste nei loro 
tratti estremi fanno parte del sistema di linee q^; 

2. Ogni punto intermedio di una trasversale q^ , in cui questa passa per un 
punto intermedio di una linea ^i , fuori che quando si trova già sopra un altra linea 
q^ , cioè quando un estremo di una trasversale g, passa per il medesimo. 

Ora sia fi il numero delle volte che linee di ambedue i sistemi s'incontrano o si 
separano (dove però ogni punto solo a comune deve contarsi per due), v^ il numero 
di volte che un tratto estremo di q^ coincide con una parte intermedia di una linea 
q^ , Va il numero di volte che un tratto estremo di una q^ coincide con una parte 
intermedia di una linea g, , finalmente V3 il numero di volte che un tratto estremo 
delle 9i coincide con un tratto estremo di una linea g, ; cosi avremo 

N? 1 : 2n,— V3— v^ , N? 2 ; fi — V, 

punti estremi per le trasversali ^'^ ; ma ambedue i casi presi insieme abbracciano 
tutti i punti estremi e ciascuno una volta soltanto ; e quindi il numero di queste 
trasversali sarà : 

2tt,— V,— V3H- fi -- V, 

2 =n,-|-«- 

Con un ragionamento del tutto analogo si dimostra che il numero delle trasversali 
q\ della superficie T^ , che vengono formate dalle linee q^ , è eguale a 

2n,— V,— V3-4- fi — v, 
2 =».-+- s. 

Ora la superficie T^ evidentemente è trasformata dalle n^-hs trasversali q\ nelle stesse 
superficie in cuiT^è divisa dalle n^-h s trasversali q\. Ma T, consiste di m, pezzi 
semplicemente connessi, e per il teorema 1 , riman divisa da n^ -h s trasversali in 
m^-h n^-h s pezzi; quindi, se fosse m^<im^-hnt — n, il numero dei pezzi T^ , 
per mezzo delle n^ -h s trasversali , dovrebbe essere aumentato di più di ti, + 3 
pezzi, ciò che è assurdo. 

(*) Per uno spezsamento mediante più trasvenali deve sempre intendersi uno speziamento fatto snc- 
ceisivamente, cioè tale, che la superficie nata da una trasversale sia speuata da una nuova trasversale. 
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In conseguenza di questo teorema» indicando con n il numero delte trasversali, 
con m il nomerò dei pezzi^ il numero ti — m sarà costante per tutte le divisioni 
della superficie in pezzi semplicemente connessi : poiché se consideriamo due spezza- 
menti dati, uno di n, trasversali in m^ pen^i» l'altro di n« trasversali in m^ pezzi, 
se i primi sono semplicemente connessi dovri essere n^ — nii^fia — m^, e se gli 
ultimi sono semplicemente connessi dovrà essere n, — ma.^n, — m, : dunque 

ft, tll| ^ H^ — IHj . 

Questo numero potrà pertanto chiamarsi « ordine della connessione » di una su- 
perficie : e sarà 

per mezzo di ogni trasversale diminuitoci 1, secondo la definizione: 

invariabile, quando si conduca una linea da un punto della superficie, che tra- 
scorra semplicemente le superficie sino al contomo o a un punto di una trasversale; 

aumentato di 1 da una linea che percorrendo semplicemente la superficie termina 
io due punti separati; 

perchè la prima aggiungendo una trasversale; la seconda linea aggiungendo due 
trasversali vengono a formare una trasversale. 

Finalmente Tordine della connessione di una superficie composta di più parti si 
ottiene sommando gli ordini della connessione di queste parti. 

In seguito nel maggior numero di casi ci limiteremo a superficie composte di un 
sol pezzo, e per indicare Fordine della loro connessione useremo le parole: semplice 
duplice, triplice, chiamando n uplicemente connessa una superficie che per mezzo di 
n — 1 trasversali può essere ridotta in una semplicemente connessa. 

Quanto alla dipendenza della connessuone del contomo dalla connessione della su- 
perficie è chiaro che : 

1. Il contomo di una superficie semplicemente connessa consiste necessariamente 
di una sola linea chiusa. 

Se il contorno consistesse di pezzi separati , una trasversale q , che unisse un 
punto di un pezzo a con uno d*un altro &, dividerebbe soltanto 1* una dall* altra , 
parti di una superficie semplicemente connessa, poiché nella superficie si potrebbe 
condurre lungo a una linea da un lato della trasversale q all'opposto ; e quindi q 
non spezzerebbe la superficie, contro il supposto. 

2. Ogni trasversale aumenta o diminuisce di 1 i pezzi del contorno. 

Una trasversale q o unisce un punto di un pezzo di contorno a con un punto di 
un altro &, e allora tutte queste linee prese insieme colla successione a, g, ft, q for- 
mano un unico pezzo di contomo chiuso i 

unisce due punti di uno stesso pe^zo del contorno; allora questo si spezza per 
ambedue i suol estremi in due pezzi, ciascuno dei quali preso insieme colla trasver- 
sale forma un pett^ di contorno chiuso: 
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finalmente finisce in ano dei saoi punir precedenti, e può esser considerata 
cCNDe composta di una linea chiosa o, e di an altra / che unisce un punto di o con 
un ponto di un pezzo di contomo a, nel qoal caso o da ona parte , e a, /, o, I 
dall'altra, formano ciascuno on pezzo di contomo chioso. 

Dooqoe - nel 1? caso - in luogo di doe pezzi di contomo se ne ha uno , 
- in ambedue gli altri - in luogo di uno se ne hanno due, onde il nostro teorema 
risulta dimostrato. 

Il numero dei pezzi dei quali ò composto il contorno di una superficie n upli- 
cemente connessa, è perciò o eguale a n, o eguale ad n meno un numero pari. 

Da questo ne tragghiamo il corollario : 

Se il nomerò dei pezzi del contorno di una superficie n uplicemente connessa è 
eguale ad n, qoesta è divisa in due pezzi separati da ogni curva chiusa che non 
abbia punti moltipli. 

Poiché l'ordine della connessione non vien mutato da essa, e il numero dei pezzi 
del contorno è aumentato di 2; quindi se la superficie fosse connessa , avrebbe un 
n uplioe connessione, e il contorno di n + 2 pezzi, il che è impossibile. 

7. 

Se X e Y sono due funzioni di x, y continue in tutti i punti della superficie T 
distesa sopra A, avremo 



l3i-f>=-> 



cos { -H Y cos n)d« > 



dove il primo integrale é esteso a tutti gli elementi d T della superficie T , il se- 
condo a tutti gli elementi ds del contorno , e in ogni punto del contorno 1* angolo 
d'inclinazione, che la normale al medesimo condotta verso l'interno fa coU'asse delle 
Xf è indicata con $ , e quella che fa coU'asse delle y con y) . 

Per trasformare l'integrale 1— dT , dividiamo la parte del piano A coperta 

dalla superficie T, mediante un sistema di linee parallelle all'asse delle x, in strisce 
elementari, in modo che ogni punto di giramento della superficie cada sopra una di 
queste linee. Cosi la parte di T che si troverà sopra ciascuna di queste strisce sarà 
composta di uno o più aree trapezoidali separate. Quindi il valore dell' integrale 

JdX 
•7- dT relativo a una qualunque di queste strisce elementari , che intercetta 
"* fdX 

sull'asse delle y l'elemento dy , sarà evidentemente eguale a dt^ I— dj;, dove l'in- 
tegrazione deve essere estesa a quella quelle linee rette appartenenti alia superfi- 
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eie T che si trovano sopra una normale che passa per tin ponto di d]f. Ora se Te- 
stremilà inferiori di queste rette (cioè quelle che corrispondono ai più piccoli valori 
di x) si indicano con 0^, 0„, 0„,, .... e le superiori con C, 0", C", ... e con 
X^ f \f ... 9 X', X"y ... i respettivi valori di X in questi punti, con ds^, ds^^ , ... 
d/y ds"» ... i respettivi elementi intercettati dal contorno sopra le strisce elementari, 
MA Ìi 9 £,i 9 •— ^9 ^9 ••• i valori di S in questi elementi, sarà 



II 



- — dx == — Xj — X,, — Xjj^ — .... -+- X -<- X -f- X -f- .... 



'do; 
Gli angoli ( saranno acuti nell'estremità inferiori, ottusi nelle superiori, quindi 

dy =. cos {, ds, , = cos 5^, d«^ , == .... ==, — cw^às' f = — co«{" d«", = ... ; 
e sostituendo questi valori, si ottiene 

dyf^dx^— SXcosìds, 

dove la sommazione si estende a tutti gli elementi del contomo, che hanno per prò- 
jezione dy sopra Tasse deUe y. 

Estendendo Tintegrazione a tutti i ày si esauriranno evidentemente tutti gli ele- 
menti delhi superficie T e tutti gii elementi del contorno, e quindi con questa esteof- 
sione degl'integrali avremo; 

J^dT=-jtco.{d.. 

Con analod^ ragionamento si trova 

jj-dT^ — frcostids, 
e quindi 

come volevamo dimostrare. 

8. 

Se rappresentiamo con s la lunghezza del contorno, contata da un punto fisso 
come origine, in un senso determinato da Stabilirsi in seguito, fino a un punto qua- 
lunque 0«, e con p la distanza di un punto qualunque della normale condotta 
per Oo da questo punto, considerando come positive le distanze contate verso Tin» 
temo; i valori di « e di y nel punto potranno riguardarsi come fiinzioni di s e 

Tom II. N!S.I8S9. 38 
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di p, e nei ponti del contorno avremo allora per le derivate parziali : 

d« , d« <1« _^ d» > 

_=eoe{, j|J- = eo»'., ^ = :*: eoa , . jj2.= =pco.{, 

dove si devono prendere i segni superiori , quando la direzione nella quale s é ri- 
guardata come crescente, fa con p un angolo, il cui senso é eguale a quello dell'asse 
X coU'asse y, i segni inferiori nel caso opposto. Prenderemo questa direzione in tutte 
le parti del contomo in modo che 

do; dy 

d« dp ' 
e quindi 

dy da; 

ds dp ' 

ciò che non toglie essensialmente la generalità dei nostri risultati. 

Possiamo evidentemente estendere queste determinazioni anche alle linee nell'in- 
terno di T; soltanto per determinare qui il segno di dp e di ds, quando é stabilita 
come là la loro reciproca dipendenza, bisogna aggiungere anche se è il segno di dp 
e di ds che si fissa; per una linea chiusa fisseremo qual'è la parte di superficie da 
lei limitata di cui deve riguardarsi come contorno, con che è determinato il segno 
di dp, ma per una linea non chiusa daremo la sua origine, cioè l'estremità in cui 
s ha il minimo valore. 

L'introduzione dei valori ottenuti per cos ( e cosvi nell'equazione dimostrata nel 
precedente paragrafo dà, estendendo egualmente gl'integrali : 

9. 

Applicando il teorema del paragrafo precedente al caso in cui in tutta la su- 
perficie è 

dX dY ^ 

àx dy 
abbiamo il seguente teorema : 

I. Se X e Y sono due funzioni finite e continue e sodisfano all'equazione 

dX dY ^ 
d^ dy 
in tutti i punti di T, avremo 

quando si estenda l'integrale a tutto il contorno di T. 
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Supponiamo una superficie qualunque Tg distesa sopra A divisa in modo qualunque 
in due pesai T, e T39 l'integrale 



M-'i>- 



rapporto al contomo T, t potrà esser considerato come la differensa degl'integrali re- 
lativi al contomo di T^ e di T3 » poiché dove T3 ha il contomo comune con T, , 
ambedue gl'integrali si distruggono» e tutti gli altri elementi appartengono a un ele- 
mento del contomo T^ • 

Per meizo di questa trasformazione^ dal teorema I si ottiene il seguente : 

II. Il valore dell'integrale 

esteso a tutto il contomo di una superficie distesa sopra A riman costante per qua- 
lunque distensione ristringimento dello stesso; quando non si lasci fuori non si 
oltrepassi nessuna parte di superficie, in cui non siano verificate le supposizioni del 
teorema I. 

Ora se le funzioni X e Y sodisfano in ogni parte della superficie T alla prece- 
dente equazione alle derivate parziali , ma in singolari linee punti possiedono di- 
scontinuità, si può circondare ognuna di queste linee di questi punti con una curva 
sufficientemente piccola, e applicando il teorema II si ottiene allora il seguente : 

III. L'integrale |(X-| — ^^Ii )^' esteso a tutto il contomo di T é eguale 

alla somma degli integrali |(X-j hY-p-jds estesi ai contorni delle curve che 

circondano ciascuna discontinuità, i quali conservano lo stesso valore comunque pic- 
cole siano queste curve. 

Questo valore è nullo necessariamente per un punto di discontinuità , quando , 
colla distanza p del punto dallo stesso, divengono infinitamente piccole, pX e pY; 
poiché se si prendono rispetto a questo punto come polo, con un asse polare qua- 
lunque, le coordinate polari p e f, e per la curva che lo circonda una circonferenza 
descritta intomo allo stesso col raggio p, il nostro integrale diviene 



X>l-l>''' 



e non può avere un valore k differente da zero, perché, qualunque sia ^ , p può 
esser preso sempre cosi piccolo che, utrazion fatta dei segno, sia 
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per ogni valore di 9 , e quindi 



n^-^'^h 



lY. Se in una superficie semplicemente connessa distesa sopra A, l'integrale esteso 
a tutto il contomo di una parte qualunque della superficie 

lo stesso integrale esteso a una linea che va da un punto 0^ a un altro 0> ha lo 
stesso valore qualunque sia questa linea. 

Infatti due linee «, e 3, , che uniscono i punti Oo e 0, prese insieme formano 
una linea chiusa «3. Questa linea possiede essa stessa la proprietà di non inter- 
secare se medesima, oppure si può spezzare in più linee chiuse che possiedano que- 
sta proprietà ; poiché percorrendola a partire da un punto qualunque , ogni volta 
che si tomi a uno stesso punto, si può separare la parte chiusa cosi percorsa e con- 
siderare la seguente come continuazione della prima parte che arrivava fino a quel 
punto. Ma ognuna di queste linee chiuse spezza la superficie in una semplicemente 
e in una doppiamente connessa ; perciò forma necessariamente l' intero contomo di 

uno di questi pezzi, e 1* integrale esteso a tutta la medesima |(Xr — ^^l^W 

sarà dietro il supposto == 0. Lo stesso in conseguenza vale delPintegralc esteso a 
tutta la linea 33 , quando la grandezza 8 si riguardi sempre come crescente nella 
stessa direzione; devono perciò gl'integrali estesi alle linee 8^ e 3, , quando questa 
direzione resti invariata, cioè vada in una delle stesse da Oo ad nell'altra da 
ad Oo 9 distraggersi reciprocamente, quindi presi da Oq ad in ambedue saranno 
eguali. 

Ora quando abbiamo una superficie qualunque T , nella quale sia in generale 

T- + -— = , si separino primieramente, quando sia necessario, le discontinuità, 
d^ ay 

in modo che nel resto della superficie per ogni parte della stessa, sia 

e si spezzi la superficie restante per mezzo di trasversali in una semplicemente con- 
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nessa T*. Allora per ogni linea che va nell'interno di T* da un punto Oo a un altro 
O rintegrale ha lo stesso valore; quindi questo valore, che per brevità indicheremo 

con I (X—^ — Y— Jds, è determinato indipendentemente dalla linea percorsa, 

e riguardando Oq come fisso e come mobile, dipende solo dalla posizione di 0, e 
quindi può riguardarsi come una funzione di a? e di y. La variazione di questa fun- 
zione, quando si muova lungo un elemento lineare qualunque ds , sarà espressa 

da iX-p— T— jds, in T* sarà per tutto continua, e eguale dalle due parti di 

una trasversale di T. 

V. L'integrale Z= | (X-j^^— Y— jd^ forma perciò, riguardando 0, come 

fisso, una funzione di x, e di y, la quale è continua per tutto in T*, ma oltrepas- 
sando una trasversale di T muta di una grandezza costante lungo tutta la trasver- 
sale, e ha per derivate parziali 

dZ Y dZ -- 

àx ' dj^ 

Le mutazioni che nascono dall'oltrepassare le trasversali sono dipendenti da un 
numero di grandezze indipendenti tra loro eguale al numero delie trasversali; poiché 
se attraversiamo aìFindietro il sistema delle trasversali — le ultime parti prima — 
questa mutazione è per tutto determinata, quando il suo valore è dato al principio 
di ogni trasversale; ma gli ultimi valori sono indipendenti tra loro. 

10. 

Se prendiamo u-r u' -j- per la funzione fin qui indicata con X, e 

QX ax 

dtt' , dtt „ 

tt r u^— per \f avremo : 

ày ày 

dX dY _ /dV dV\ ,/d*a dV \ 
dI"*'d^'"**Vd? "^ d^^ "Vd?'"^^^/' 

quindi se le funzioni u e v! sodisfano all'equazioni : 

dV dV ^ dV d*tt ^ 

d-F-^dip-^^' d?-^-- = «' 



sarà 



dX dY . 
do; d|f 
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e i IflOfcmi d«l ptngrafo pneedcale li qtpUeaiio aD'apranose 

ehe diriene egatle a 

Ora sapponuuDO ehe la fanzione u e le toe derirale prime non abbiano ditcon- 
tinnita lungo una linea , e per ogui punto dove sono diseontinne , eolia distanza p 

del punto dallo steaso divengano infinitamente pieeolì p— e p j- ; potranno al- 
lora, in eonteguenza della osservazione III del precedente paragrafo, queste discon- 
tinuità essere affatto trascurate. 

Poiché allora si può prendere in ognuna delle linee rette che parte da un punto 
di discontinuità un valore R di p in modo che 

du dtt dx dtt dy 

p -^ s=s p— — -— -f- p -— —X. 

^dp '^d^ dp dy dp 
al di sotto dello stesso resti sempre finito , e indicando con U il valore di tt per 

p «B R , con H, astrazion fatta dal segno il massimo valore di p -r- in quelFinter- 

dp 

vallo, urà, prendendo sempre le lettere collo stesso significato, 

U<M(logp~logR), 
e quindi p{u — U) e anche pu diverranno infinitamente piccoli con p; ma lo stesso 

secondo il presupposto, vale per p — e p j- ; e quindi se u' non ha alcuna di- 
scontinuità, vale anche per 



P 



/ dtt' ,dtt\ /dtt' ,dtt\ 

t«ij""d^) ^H"^-"dir) 



dunque siamo nel caso consideralo nel precedente articolo. 

Ammettiamo ora che la superficie T che forma il luogo del punto sia per tutto 
distesa semplicemente sopra A; e imaginiamo nella stessa un punto qualunque fisso 
0. , in cui tt,^ », y abbiano i valori Uo , Xq , y, • La quantità 

J log [(« - «JV (y~ yo)T = log r 
considerata come funzione di » e di y ha allora là proprietà di rendere 
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ed ha aoa diseontiniiità soltanto per « «» «« e y » y, eìoè in od eoi ponto della 
superficie T. 

Quindi, seeondo l'Art. 9. DI, ponendo log r in luogo di u* l'inlegnile 



esteso a tutto 3 eontomo di T sarà eguale allo stesso integrale esteso a un contomo 
qualunque che circondi il punto 0, » e quindi, se prendiamo per questo contomo 
una circonferema in coi r ha un valore costante , e indichianio con ^ l' arco con- 
tato in parti di raggio da uno dei suoi punti in una data direzione sino al punto 0, 
sarà eguale a 

J^»« dlogr . , fdu. 
. i.-^rd^-logrJ-ds, 

J'dtt r** 

— da » sarà eguale a — I » df , il qual Talore, se u è con- 
tinua nel punto Oo t per r infinitamente piccolo diviene 2irtto . 

Colle supposizioni fatte rispetto ad /tt e a T abbiamo quindi per un punto qua- 
lunque Oo della superficie» dove u è continuo, 

dove l'integrale è esteso a tutto il contomo della superficie, e 



ovvero. 



tto' 



"^a^i""*^^' 



estendendo l'integrale a una circonferenza descritta intomo ad 0. come centro. 

Dalla prima di queste espressioni deduciamo il seguente 

Teorema. Se una funzione u nell'interno di una superficie T, che cuopre per 

tutto semplicemente il piano A, sodisfa in generale all'equazione a derivate parziali 

dVi d*tt ^ . . . 

j-y -♦- TT- = , in modo che 

1. i punti in cui non sodisfa a questa equazione, non formino un area; 

dtt dtt 

2. i punti, nei quali u, ^9 -psono discontinue, non formino una linea con- 
tinua; 
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3. per ogni punto di discontinuità insieme colla distanza p del punto dal mede- 

dtt dtt 
simo p -r— 9 p-r— divengono infinitamente piccole; 

4. per tt è esclusa una discontinuità che possa togliersi mutando il suo valore 
in punti singolari; 

Questa funzione e le sue derivate sono necessariamente per tutti i pCmti della 
superficie finite e continue. 

Infatti, se riguardiamo il punto Oo come mobile, sono variabili nell'espressione 



1 V^^ ** do "" " ""^)^* soltónto log r , 



d log r d log r 



ex dy 

Ma queste grandezze e le loro derivate, per ogni elemento del contorno , finché Q, 
rimane nella superficie di T, sono funzioni finite, e continue di x^ e di jfo , poiché 
le derivate sono espresse da funzioni razionali fratte di queste grandezze , «he con- 
tengono soltanto potenze di r nel denominatore. Lo stesso vale anche per il valore 
del nostro integrale, e quindi per la funzione Uq . Poiché Tintegrale potrebbe avere 
un valore differente da Uq , per le supposizioni fatte, soltanto in punti separati, nei 
quali la funzione sarebbe discontinua, la quale possibilità é tolta dalla supposizione 
4 del nostro teorema. 
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SOPRA ALCUNE PROPRIETÀ* DELLA PROPAGAZIONE DELLA CORRENTE 
ELETTRICA NEI FILI TELEGRAFICI, DEDOrfE DALLA TEOWl DI OHM. 

NOTA 

DI FILIPPO KELLER. 



. 1? 

Sia AB un filo telegrafico , l'estremità A sia in comunicazione con un polo di 
una pila, e Tallro polo in comunicazione col suolo. La forza e lo slato di questa pila 
si supponga costante , ed il movimento della elettricità dentro alla pila si assuma 
istantaneo. La prima di queste condizioni avrà sempre luogo, purché si considerino 
solo i tempi molto brevi e la seconda forse non si allontanerà molto dal vero ogni 
qualvolta le dimensioni della pila siano abbastanza grandi. Dietro queste condizioni 
l'estremità A del filo telegrafico avrà sempre una certa tensione elettrica costante 
= a. L'altro capo B del filo sia in comunicazione colla terra semplicemente , e si 
potrà supporre che B abbia sempre la tensione (*). La lunghezza del filo sia = Z, 
la sua conducibilità = k^ la sezione =3 &>, e la capacità per Telettricità = c: la quale 
capacità si deve intendere per l'assoluta , cioè che V unità del volume contenga la 
quantità e in caso che la tensione sia =» 1 . Per prima cosa si domanda : Quale 
sarà la tensione u in un punto x del filo in un determinato tempo t, contando le x 
da ^ e il t dall'istante, in cui fu stabilita la comunicazione al punto A, Di più si 
supponga che o sia piccolissimo in confronto della lunghezza, e che la perdita di elet- 
tricità alla superficie del filo sia nulla , e si avrà l' equazione differenziale data da 
Ohm 

... dtt k d*tt 

^ ^ dT "^ e* d?' 

S. 2? 
È noto, che l'integrale di (1) si può dare sotto la forma 

dove / indica una funzione arbitraria. Mettendo t = si avrà in conseguenza di 



r.'. 



e-'* dy = v^TT 



O Ved. Traile d*eletricité par De la Rive. Tome UL pag. 439. 

Tom. II. N!."». 1859. 39 
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tt = f(x). 

Adunque f(x) rappresenta la tensione per il tempo 0. Ora f(x) è conosciuta solo 

per X compresa fra i limiti e I, e si deve cercare quale sia il suo valore fuori 

di questi limiti. Il metodo di risolvere questo problema è il seguente. Primieramente 

si vede, che si può fare f=sf^fi inoltre siano u' e u" i valori corrispondenti a 

/ e f si avrà 

tt = tt'-4- tt". 

Una delle due funzioni f e /* è arbitraria e si può supporre che f sia tale, da 
soddisfare all'equazione 

^-» 

/* rappresenterà, come si vede facilmente, la tensione elettrica per t = oo . 
L'integrale di questa equazione è 

y== mx -f- n 

e determinando le due costanti m e n dietro la condizione, che alle due estremila 
le tensioni siano a e si avrà 

y= -• {l — x) oppure tt'= j {l —x). 

Ora si deve determinare la funzione /*', il cui valore diviene noto fra i limiti e 
/ e che sarà 

perchè per il tempo r == il Glo essendo ancora senza tensione, si avrà 

/= /+/'= e quindi /' /. 

Oltre di questo si sa, che u' dà per le due estremità i valori costanti a e 0, come 
richiedono le condizioni accennate per il valore di u. Onde si può concludere che /" 
deve avere tale proprietà, da produrre u"== per a; = e per a? = /, qualunque 
sia il valore positivo di t. 

Questa ultima proprietà è sufficiente per trovare la forma della funzione /*' fuori 
dei limiti e L Immaginandosi il filo prolungalo all'infinito verso ambedue le dire- 
zioni e che A, , A, , A3 ... B, , B^ , B3 ... siano punii i quali abbiano uno dall'allro 
la distanza l (cioè A A, = A, Aa ... = BB, = B» B^ ... = Q, e che <p(x) sia la fun- 
zione /", prendendo però per rorigine delle x successivamente i punti A, A, , A, 
... B, B, , Ba ... evidentemente le condizioni alle quali deve soddisfare la funzione 
/" sono le seguenti : 

1) 9( — x) = — 9(x), per ciascuno dei punti A e B. 

2) la tensione per questi punii ha da essere = 0. 



PURA ED APPLICATA. 307 

Si vede dunque che /*' ha la forma di una serie di Fourier» ed è facile di 
moslrare, che sarà 

(3) /(.) = f f [J[>W sen t^ . d. sen ÌL±iL%] 

onde non rimane più altro, che di sostituire questo /" nell'equaiione generale (2). 
Questa equazione diviene dunque 

Eseguendo Tintegrazione per y^ si avrà, in conseguenza delle due formolo 



J>eos((l±iL"2yf..j,)dy = v/, 



e 



Tequazione 

/iv " 2«rrr' ,, . (tt + i)7r , (tt + i)7r -I2±^'i*l 
(4) tt=y-2 I /Wsen^ — j — ^2d2sen-^ j— ^«.c '^ * j 

Ma sopra fu trovato 

fra i limili e /. Introducendo questo valore nella (4), si avrà 



ir SiL» + 1 / J 



e Gnalmenle 



(5) 



r ' TT Si Ln 4- 1 I J 



Questa equazione dunque dà la relazione fra u , d? e t e si vede come si tende a 
stabilire una tensione indipendente dal tempo t 

Si ha ora da trovare la quantità della corrente espressa per x e t e ciò è facile , 
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perché nominando 8 questa quantità, si ha in generale 

, éu 

mettendo il segno negativo, perché crescendo lo spazio, diminuisce la tensione per 
una corrente positiva. 

Per il caso nostro si avrà 

(6) , = /.«^j-+ _j2 |^cosl-^.e ' ' J . 

Il primo membro sotto la parentesi é precisamente la metà del secondo membro ge- 
nerale della somma £ , sostituendo n =» — 1 e si può scrivere anche più sempli- 
cemente 






dove si ha da osservare, che per quel termine , il quale contiene la linea trigono- 
metrica coseno^, si ha da prendere solo la metà, come si ha da fare per solito nelle 
funzioni di questo genere ; ma si rimedia a questo piccolo inconveniente solamente 
apparente, quando si scrive sotto questa forma 



k(ùa^ r nir -^M 



La corrente stazionaria si ottiene al crescere del tempo per la (6) facendo t infinito 

k(ùa 

%. 3? 

Immaginiamo adesso che le circostanze siano variate nei seguenti modi : 

Dopo che si sia stabilita la corrente stazionaria, si interrompa la comunicazione 
al punto A, si cerca quale sarà per un certo a; e per un certo t la tensione ti e la 
corrente 8, 

Per questo caso sussiste pure l'equazione (2), ma le condizioni , dalle quali si 
ha da ricavare la funzione / sono diverse e più semplici. 

Dentro i limiti e l il valore di / (cioè il valore della funzione nella quale si 
trasforma ti, mettendo t ==0) è conosciuto ed equivale a 
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le condizioni per trovare /* fuori dei lioìiti sono 

u = per X = l 

du ^ ^ 

— = per x = 

QX 

e per ogni t ; la prima fa, che l'estremità B sia sempre in contatto col suolo, e la 
seconda impedisce che il filo si possa scaricare per 1' estremità A. Questa ultima è 
evidentemente soddisfatta mettendo 

yi- X) = /[x) 

dunque adesso f è conosciuto fra i limiti — l e l, e oltre di questo si sa, che per 
le due estremità — lei deve essere la tensione per ogni t positivo; e in questa 
maniera la questione è riportata a quella del § 2?, e la funzione /" del $ 2? è la 
funzione f presente : solamente si deve osservare, 

1) che la lunghezza è adesso 21 invece di l 

2) l'origine delle x sta alla metà della porzione ( — l, l) del filo, invece delle 
estremità, e le mutazioni per le formole sono le seguenti : 

1) Sostituire 21 invece di L 

2) Sostituire x -{-l invece di a; e % -hi invece di 2 , e dopo questo si scriverà 
di nuovo Jl%) invece di Jl% -+- /). 

3) Introdurre la condizione 

/{-») = fi»). 

Eseguendo queste operazioni si avrà 

(7) /= Y 2 I /Wc®s p^ * <** co» ^ — f-^* • 

Sostituendo questo valore di f nell'equazione generale (2) si ottiene similmente come 
nel %. 2? 

tt = j-2 I A*)^' — i"^ ^ ^^ — z"^*^ I 

e per Jlz)= j- (/ — %) si avrà 



(B) 
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La cMTente poi ani Ve sfnm oa t 

Facendo l = oo diTiene oollay onde non m sUbilìsee una correrne sUzioiiaria, perchè 
manca la sorgente. 

Veniamo adeaio a un terzo caso. Soppooiamo che essendo già stabilita una corrente 

OÌUè 

stazionaria -j" ^^^""^ ^^ $-3% si rovesci la comanicazione della pila col filo, tal- 
ché restremiti A abbia una certa tensione — a per ogni valore positivo di i. Si 
domanda quali saranno per qoesto caso l'equazioni per « e s. La conclusione^ a cui 

si arriva, è che si tende stabilire una corrente stazionaria = j- come nel $. 2? 

e il calcolo per trovare u pochissimo differisce da quello del detto paragrafo. Si deve 

dividere la funzione / della equazione (2) in due parti /* e f^ dove /' è preci- 

2a 
samente /' del %. 2?; solo f differisce, ed equivale fra i limiti e / a p (/ — x) 

e questo valore di f si ha da sostituire nella (4) invece del — ^ (/ — a;), e de- 
terminato tt" si trova Analmente 



(10) 



(»^.1)*1I* » ^- 



u = z- (I — x) V ««n i — ^«-c I 

l ^ ' K So L« + 1 i J 



(«•).i)V »j- 



(11) , = fo,^-H-_-J2|^cosi-^a>.e 'J 

e in quest' ultima equazione non si può più mettere come nella (6) il primo mem- 
bro Y <1^I1^ parentesi sotto il segno 2à - 

S. 5? 

Immaginiamo un punto ilf mobile, il quale abbia la proprietà da contenere sem- 
pre una certa data quantità di corrente = s; potremo considerare il moto di questo 
punto ilf come rappresentante l'andamento del segno telegrafico, posto che s sia la forza 
necessaria per fare agire una machina telegrafica. In questo caso si considera s come 
costante, e Tequazioni (6), (9) e (11) divengono equazioni fra due variabili x e ^, e 
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per trovare la posizione del punto M per un certo t, si avrebbero da risolvere dette 

equazioni rapporto ad x , Gnalmente -p rappresenterebbe la velocità colla quale si 

propaga il segno telegrafico. La loro forma trascendente rende impossibile di eseguire 
questa operazione. Nonostante questa difficoltà si possono trovare parecchie condizioni 
particolari. 

D'ora in avanti il valore della corrente stazionaria sarà denominato con p^ dun- 

qu(è p = -r- e Tequazione (6) diviene 



«»ir« » 






e si vede che la velocità non può essere costante. Egualmente la supposizione, che 
la velocità stia in ragion inversa della lunghezza, contradice Tequazione. Questa ul- 
tima condizione richiederebbe, che si avesse 

ex k . , . «' ff 

-— = - cioè I = -- -4- Af 

òt X 2k 

ove k e k' hanno valori costanti. Ma sostituendo questo valore di i nella (6) , si 
avrà una equazione certamente non identica, e Tislesso si può anche dire delle equa- 
zioni (9) e (11). 

Posto, che p non varii, le tre equazioni (6), (9) e (11) non contengono la quan- 
tità (ù; dunque sotto questa supposizione la velocità è indipendente dalia sezione. 

U tempo, che impiega il segno telegrafico per percorrere tutta la lunghezza , si 
ricaverà mettendo x == l e si avranno le equazioni 



«'li' * 



(12) 



(13) 



- = 2 2 (— l)»e~ ~^' ' per il caso del §. 2. 
==-S (— ^r 1 P«r »1 caso del §. 3. 



S 
P 



(14) 



- = H 4- 42 (— 1)"-^' e '=• ' j per il caso del §• 4 



8 
P 

nella (12) per il membro n = prendendo solo la metà. 

Ognuna di queste tre equazioni contiene due costanti sole, cioè (-)e (tr-)e(i 
e9se si possono anche rappresentare sotto la forma 
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dove F(^) indica una certa funzione incognita. 

Questa equazione mostra, che il tempo che impiega il segno per percorrere tutta 
la linea è in ragione del quadrato della lunghezza e in ragione inversa della con- 
ducibilità. 

Le due equazioni (12) e (13) danno in generale per t valori differenti, dunque 
i segni telegrafici dei §. 2? e §. 3? cioè quelli corrispondenti all'apertura e chiu- 
sura del circuito non impiegano tempi eguali per percorrere tutta la lunghezza del 
filo; in conseguenza di ciò, tutto il tempo nel quale il relais tiene attratta l'ancora 
è differente dalla durata del tempo , che il manipolatore è abbassato, ammesso che 
questo tempo sia abbastanza lungo per poter adoperare 1* equazioni del §! 3? , e 
razione della corrente suU' elettro calamita sia istantanea. Ma è evidente, che esiste 

un certo valore di j^— t (e questo termine si metta per brevità =2) il quale rende 

identiche le seconde parti delle equazioni (12) e (13); questo valore di z si cava 
dalla equazione 

(aii^-i)*s 

(15) |;[(-ire-]=?|;[(-ir±_l^] 

e si trova 

% = 2.085620. 

Sostituendo questo valore di % in una delle equazioni di (12) (13) si ricava 

- = 0.7520163. 
V 

e 

Ogniqualvolta dunque sia - maggiore di 0.7520163, l'ancora del relais resta meno 

P 
tempo attratta che non resta abbassato il manipolatore: Questo potrebbe essere im- 
portante pei cronoscopi, onde determinare la forza della pila, che renda eguali i due 
tempi. 

Ognuna delle equazioni (12), (13), (14), contiene due costanti (-) e (-r^)) co- 
me già fu detto di sopra; la prima si potrebbe determinare per ogni caso della prat- 
tica facilmente con un galvanomctro. La seconda dipende solo dal filo, e non dalla 
corrente, k significa la conducibilità assoluta, cioè la quantità di elettricità, che passa 
per qualunque sezione del filo (ammettendo la corrente stazionaria), posto che esso 
abbia la sezione = 1, la lunghezza = 1, che la differenza delle tensioni per le due 
estremità sia =1, e per il tempo =s 1, e questo in combinazione colla definizione 
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k - / k \ , 

dì e spiegherebbe il valore del quoziente - • Ma del termine 1 — p- 1 si può dare la 

definizione seguente: esso si può scrivere nella forma 

M 

Ctùùl 

Ammesse le medesime condizioni , come nel %. 2% il numeratore rappresenterà la 
quantità di elettricità, che passa per una sezione del filo nell'unità di tempo, quando 
la corrente è stazionaria, e il denominatore sarà la quantità, che contiene il filo, in 
caso che sia isolata la sua estremità B e uniforme la tensione é = a. 

S. 6. 

Ritornando adesso di nuovo alla formola (6) del $. 2?, si potrebbe ancora ac- 
cennare il caso seguente: Sia t^ il tempo necessario per percorrere tutta la lunghezza 
del filo, e <a il tempo per la prima metà, si trovano le due equazioni le quali danno 
t, e t^ quando si prende 

j = tj e « = /; t==l, e 05=^1. 

Facendo queste due sostituzioni si ottengono 

dunque mettendo r, =» ik, , si avrà la identità delle due correnti, e in conseguenza 
di questo il tempo nel quale il segno percorre tutta la linea è quattro volte più 
grande , che il tempo impiegato per la prima metà. È notabile , che la relazione 
I, = 4^a ^M)}! vale per l'equazione (9). In questo caso la relazione fra t^ el^ dipende 

anche dal quoziente - e si può trovare un valore di -, il quale produca ^1=2^, , 
di più esistono anche valori di - , i quali fanno t^ < 2<a • Ma questa ultima equa- 
zione direbbe che il segno impiega per la prima metà di tutta la linea piU tempo, 
che per la seconda. La formola per $' , cioè per la corrente propria del punto 

X'^-, si può dare sotto la forma 

,' !Ly 

' )/2 ^ 

10111.0. N! 5. 1859. 40 
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doTe 7 indici una terie» i coi membri tenia ayer rigoardo al segno algebrico» coin- 
cidono con quelli della serie 

Ma mentre in questa ultima i segni algebrici sono altematiyamente positivo} e ne- 
gativo, nella serie per 7 seguitano sonpre due meatn nativi a due positivi, cioè 
saie 



Per un I grandissimo i valori di s e s' si riducono ai primi membri delle serie» e 
si ba 

s=pe , ^= ^^ « 

e mettendo 1, = ^^ , si avrà 

ma fMCodo »=> J, A eooelade 

Inoltre scrivendo s^jr.o invece di s, intendendo con questa notaxione la corrente 

relativa al tempo I ncJ punto x» si avranno ancora per il $. 8? le due equasioni 

ir' k 
(dove si è messo nella seconda per maggior semplicità ^ - = 1 ) 



v^ 



,--(o.*)— (o.f) 



~- Ito.*) — */ ^ «*, 



le quali sono di importania per il calcolo numerico di queste fansioni. La prima si 
verifica facilmente» scrivendo per le s le serie equivalenti La seconda è una con- 

seguensa del Teorema seguente trovato da Gaucby : 
Avendo luogo fra le due quantità p e 9 la relanone 

si avrà Tequaiione 
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=y i*J{| + 7 +f*+ «• .... 1- «^.. .) 

dove p e 9 sono supposte positive e minori che l'unità. 

Non sarebbe stato difficile di trattare più in generale le precedenti ricerche, cioè 
in lai modOfdie fosse pure considerata la perdita di elettricità alla superficie del filo. 
Essendo ^ un certo coefficiente l'equanone diifereniiale sarebbe 

dtt k /d*tt ^, \ 

Il metodo del calcolo per questo caso non di£ferisce aiEstto dal precedente. L' equa- 
lione (8) diviene 

Per il caio del $. S7 farebbe per et. la fonziooe v! 
e 

e finalmenle 

Si vede quindi l'importanza della teoria di Ohm nel caso da esso non contemplato, 
cioè di un filo lunghissimo nel quale la propagazione non sia istantanea. Non esi- 
stendo allora i telegrafi, a suoi tempi tal problema non avea l'applicazione che ha al 
presente, ove la propagazione successiva può essere un ostacolo grandissimo a tras- 
mettere segnali per linee molte lunghe. 
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SWBA ALCUNE LINEE E SUPERFICIE CURYE DBBIYATB. 

MEMORIA 
DEL PnOF. BARNABA TORTOUNI. 



1? Riferendo seeondo il Consuelo una linea piana od ima raperfieie eunra a due, 
o tre a»i ortogonali, si conduca dall'origine delle coordinate im raggio r ad «n 
ponto qualunque di queste due figure. Ciò posto sia Ip un numero dato, e sì pren- 
dano lungo il raggio r delle nuore distanze R, tali fra r, ed R, sussìsta Tequazioiie 

r*^ì^, od '^=r» 

quindi é che dato il ìuùgfì geometrico corrispondente ad r, ne dedurremo un' altro 
R dipendente da r secondo la stabilita legge : la nuova linea piana » o superficie 
curva si dirà una linea , o superficie derivata. Viceversa cognito R se ne derive- 
rebbe r, e le denominazioni si potrebbero alternare: di più questa derivaiione di fi- 
gure si potrà chiamare di genere parabolico , mentre con l'equazione r* css USi , sì 
può costruire una parabola di second'ordine. 

2? É assai facile di stabilire delle equazioni fra le coordinate , ed i raggi vet- 
tori dei punti corri^Mmdenti , o delle due linee » o delle due superficie ; cosi chia- 
mando x^ ]f, r le coordinate, ed il raggio vettore di una data linea piana, ed X, T, R 
le corrispondenti per la Unea derivata^ si avrà 

X Y R r i/R 

^^^ a^^^S ^"^^ ^^SS ^^^ S^SS ^"^^ ^^^S «^HH^i^» 

X y r k ^k 
d'onde 

^""T* ^^k 

e viceversa 

Jk. X Jk. Y 

In generale sarà facile di trovare la nuova equazione fra le coordinate X» T. Nella 
stessa guisa quando fosse data l'equazione polare deUa curva primitiva 

F(r, t«) = 

ove tt rappresenti l'angolo polare comune a due punti corrispondenti delle due curve, 
si potrà immediatamente riconoscere l'equaiion polare della curva derivata, la quale 
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sarà 

F(v/ikR, u) = 
ove sostituendoci in seguito 



Y 



tangti = ^ , R =V^(X*-f-Y") 

se ne dedurrà tosto la sua equazione fra le coordinate ortogonali. Ragionamenti so- 
miglianti avranno luogo per le superficie derivate, come si vedrà nel proseguimento 
di questa Memoria. 

3? Differenziando ora i valori delle X, Y appartenenti ad un punto della nuova 
curva si trae 

dX =. ^^^"^ ^^ AY — yàr-hrdy 

k * k 

d'onde per il differenziale dS del suo arco sarà 

dS*= dX*4. dY* = rMf^ 4- r^jòx^ -f- dy*) ^ 2r drjxòx 4- ydy) 

k 
ma dalla curva primitiva 

r*= «*-4- y* 9 ràr =::xòx -h yày 9 ds*= da;*-f- ày* 
d'onde 

dS = ^v/(d«V 3dr*). 

Questa formola servirà per mezzo dell'integrazione alla rettificazione di qualcuna delle 
curve derivate; di più per il valore di ds in coordinate polari si ha 

d«*= dr*4- rMtt* 
quale sostituito, porge 

dS=^V'(r*dttV 4dr*). 

Nelle applicazioni potrà ridursi o ad una sola funzione di r, o di u, o di altra qua- 
lunque variabile ausiliare. 

4? Per mostrare una qualche utile applicazione, prendiamo un'ellisse con l'origine 
al centro di semiassi a, ò, cioè sia l'equazione 

Dai valori generici 

^ rx ^ ry 

X=-^, Y = ^ 



alt àSOàU n MàTEllàTiCà 

Di fM po' rUM'riif Mb cvn temla a fa 
Sfliiiiftoi m ìk R»/fr47, ei fin Min al 



al qaarto f^adks eoHecfcè di qnrlo oHne è la 
«srcoi», forasi», oaie ietove " 

«'an'» H- ^eoa*» 



ai yi g eieb b a con la stetM ladfità aTeqo a rioae fra X« ei T, pwehè ia f«aaU «1- 

X Y 



r «= lil f eoa « = — • , aca * = *» 

Una equazione aomigliaiile di qatflo grado n otterrebbe per la carva dcri^au dall' 1 

ipefbob eoo Torigine al eentro, Yale a dire 

La ritfovau earva di qaari*ordine deriyata dalTelliaK è tua eanra eoaeeotriea all' 
elliaiey e limilata in tolte le direzioni, ed interaeea gli aan nei pvnii 

X.-J-, Y.=j.. 

Efta potrebbe ancbe interKeare l'elliase, il che dipenderà dalla aeelu dei nmaero i, 
eoe! prendendo k'<bf Ul eonra sarà lotta ntoata Inori del perimetro ellittìeo: gli 
asti della medesima saranno 2Xg , 2Y| , quali chiamati SA , SB sostitoiremo 

e l'equazione si ridarri a 

A*B*(X'-+- Y») = (Ar-+. BX*)*. 

Ripetendo le medesime operazioni per la eunra di quart'ordine derivata dall*iperbola 
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rìferìu il eentro ai oUiene Teqnasioiie 

A*B*(X» + Y*) c= (Ar - BX»)*. 

Queste curve del qaiit*ordiiie meritano una qualche attemiooe da che si ritrovano 
assai natorafanente nell'importante teorica della cnrvatora delle superficie: esse sono 
strettamente dipendenti con la curva indieatriee del Sig. Dapin la qoale sarà sempre 
del seeond'ordine. 

5? A riconoscere nella corvatnra delle superficie l'identità di queste due curve, 
sia p il raggio di curvatura di una sezione normale in un determinato punto di una 
superficie curva; siano pt » p» ì nggi di curvatura principale per lo stesso punto ; 
che supporremo essere del medesimo segno. In questo caso la curva tndkatriceurk 
un'ellisse : gli assi principali di quest'ellisse, sono numericamente espressi per ^p^ , 
^p, , come i semidiametri sono proporrionali a ^p. Ciò posto sia a l'angolo» che 
il piano di una sezione normale qualunque forma con il piano corrispondente al rag- 
gio p. , od in altri termini sia a l'angolo formato da ^p, con ^p, nell'ellisse indi- 
catrice, si ha come è noto 

pi scn*« -h Pa COS*at 
e l'ellisse indicatrice avrà per equazione 

— + lL = i 

Pi Pa 

fra le coordinate ortogonali : la sua equazione polare con il polo nel centro sari 

/ •p» ' l/p« 

^'^ ^(p. sen"« 4- p, cos"at) 

Di qui per la stabilita teorica^ l'espressione del raggio p di già riportala rappresen- 
terà l'equazione polare della curva di quart' ordine di sopra rimarcata : sostituendo 
infatti 



1/ X M 

sena — ^> cos« = -> P =■ v (**"+" If*) 



SI trova 
ovvero 



Pi Ps P = Pi |f*-+- P. «* 

p!pI(«*-*-!r)=(p.!f*-4-p.«*)* 
equazione alla curva di quart'ordine derivata dall'ellisse di equazione 

— 4- 21 = 1. 

Pi P« 
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Se i raggi pi 9 pa fossero di segno contrario» la curva indicatrice sarà an' iperbola , 
e la curva di qoart'ordine luogo geometrico dei raggi di curvatura p, avrà per equa- 
zione 

prp;(«*+ir) = (p.!f*-p.«»)\ 

Si rende adunque manifesta l'influenza di queste curve nella curvatura delle super- 
ficie, e potrebbero anche esse chiamarsi Curve Indicatrici, 

6? La rettificazione della rimarcata curva di quart' ordine derivata dall' ellisse 
dipende da archi ellittici, e si esprimerà per conseguenza da un trascendente ellit- 
tico di seconda specie. Riprendiamo la formola differenziale 



dS=jv/(<l«'-|- 3dr') 



ed adopriamo per l'ellisse la sostituzione circolare 

x=saco8 <ff y = b8enff 
per cui si ha 

és*= (a*8en*<p -h ò*cos*<p)d<p* 

r*= a*cos*<p -4- ò*sen*<p , rdr = — (a* — ò*)8en 9 cos 9 df 
si troverà dopo facili riduzioni 

dS=^ v/[«'^* ■+-*(«*— ft*)"sen*<p cos*9] 
ovvero 

ove fatto per brevità 

si ridurrà a 

dS = - — -j^ d<pv/(l — c*cos"2(p) 

L'integrale sarà l'arco della curva, e come ognun vede viene esso rappresentato da 
un trascendente ellittico di seconda specie : posto 2(p =3 v , ai limiti 9=09 <p«=3| tt 
per un quadrante della curva corrisponde v = , t; =s tt , ed avremo 



(a*— ò*) r » 



I dt;^(l — e*cos*t; 



) 



2cik 
Il quadrante vien computato dall'estremità del semiasse^; riducendo il limiten ad | ir 



a* 
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rìniegrale si raddoppia, per cui si ottiene 



S= -i^— p^ I d«v^(i — é'eos^v). 



Sostituendo infine {it — v invece di v, il quadrante S sarebbe egualmente esprimi- 
bile per 

S = ^^^ pdiV(i - e*sen*i;) 

ma esso si computa a partir dal semiasse minore -jr ; il numero e '<i dicesi il 

modulo della funzione ellittica* La quadratura di questa curva è di forma razionale 
rapporto ai semiassi a, 6, ed è analoga alla quadratura dell'ellisse : difatti dall'equa- 
zione polare 

aV 



ikR = 



a'sen'tt 4- ò*cos*u 



della rimarcata curva di quart'ordine, l'intera sua superficie sarà espressa dall* inte- 
grale definito 

S = ^!^ p * dtt 

"^ *■ Jo (a*sen*u -h ò^cos'»)* 

Ora dai noti metodi d'integrazione, e come per integrali somiglianti ho indicato dei 
sviluppi in mie differenti Memorie, si ha 

X (a'sen^u -h ò'cos*»)* "" 4\àF "^ laF/ 
d'onde per la quadratura della detta curva 

S = ^{a'+ b'ì = |(A + B)v^AB 

a* &* 
ove A, B sono i due semiassi x' T * ^^ ritrovata espressione rappresenta eviden- 
temente le semiaree delle due ellissi 

A*^AB*' AB^F* 

Indefinito può essere il numero delle applicazioni o ripetendo una derivazione somi- 
gliante sulla curya già derivata, o scegliendone delle altre, il che per la prima parte 
d dispensiamo di fare, e sceglieremo d'altronde una nuova curva, dalla quale de- 
rivarne altra con la fissata legge parabolica. 

Tom. II. N? 5. 1839. 41 
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7? Prendiamo, per altra applieaxioiiey la eorra del qvart'ordiiie Ivogo geoawlrìco 
della prajeaooe ortogonale del eentro dell'ellisBe sulle tangenti; eome è noto l'equa- 
xiene di questa curva è 

(«*+ f *)*= «V4- *y 

ove a, b sono i semiassi della earva comuni all' ellisse : questa ennra » insieme ad 
altre simigiianti , e sulle quali ho più volte intrapreso delle rìcerche è nello stesso 
tempo l'inversa della polare reciproca. Ponendo donqoe nella sua eqoasione 

x=^ reoBU f y=srsenfK 

si ottiene per la stabilita legge di derivaxione 

r*=» a'ecM^i +ò* sen^ := Hi 
e sostituendoci quindi 

costi = g^- senti »^, R = ^(X«4- Y*) 
avremo 

ovvero per l'elevaiione al quadrato 

**(X*-h Y*)5= (a»X*+ ò*Y*)«. 

La nuova curva derivata appartiene al sesto ordine : i punti d'ineontro con gli assi 
si ottengono dai valori consueti 

X.-J» . y.-^ 

e rappresenterrano i semiasà della curva : sostituendo quindi «*:= AA» 6*= kB ot- 
teniamo per l'equaiione 

(i) (X*-h Y*)'= (AX*4- BY*)*. 

Scegliendo l'equaiione 

(«•-♦" f*)*= «•«*— ^^ 
abbiamo la curva projeiione del centro dell'iperbola sulle sue tangenti, e per a=b 
riducesi alla Lemmtcata ; la curva derivata avrà in modo iHWiiglitnte l'equaiione 
della forma 

(X'+Y*)*»» (AX*— BYV- 

Quando fosse as= b ^ o As=:B, essa diviene 

e rappresenterà la curva derivata della Lemuttegia secondo la stabilita legge ; di pia 
la sua equasione polare è R =» A cos 2ti. Yolendo intraprendere deOe rieeidie suOa 
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retiificaiione di queste curve, sUncontrano degli integrali trigonometrici da ridursi a 
funzioni ellittiche ; cosi ripresa la curva di sest* ordine di equazione (1) , mutiamo 
per semplicità le lettere A, B, X, Y in a, b, x^ |f, avremo primieramente 

Per la sostituzione xasrcosu, yssrsentt» otterremo l'equazione polare 

r=a co8*a -H b sen*a 

Pifferenziando» e sostituendo i seni, e coseni degli archi doppi invece dei seni e co- 
seni degli archi semplici, si ha simultaneamente 

j / nv o j o -f- 6 4- (g — 5)cos 2tt 

dr a -- (a — 6)sen 2tt du , r =» • 

Ora se s sia l'arco corrispondente della curva, avremo generalmente 

ds = v^(dr*H-r*du*). 
Quindi fatta la sostituzione, e riduzione otteniamo un risultato della forma 

ds := yV^(^+ ^^^^ + Ccos*2tt) 

ove per brevità si è fatto 

A = 4(a — *)*-H (a 4- *)* , B = 2(a H- ò)(a — *) , C == - 3(a — 6)*. 

L'integrale del secondo membro dipenderà dai trascendenti ellittici onde ottenere l'e- 
spressione del suo arco s: i limiti dell'integrale per un quadrante della curva sono 

u = , u = ~ : ma per non allungare di troppo questa Memoria tralasceremo di 

fare l'indicata riduzione ai trascendenti ellittici. 

8? In un modo somigliante a quanto si è praticato per una linea piana potremo 
estenderlo ad una superficie curva : sia r il raggio condotto dall' origine al punto 
(^9 y» 2)9 6 si prendano nella direzione di r altreltanle lunghezze R determinate dal- 
l'equazione r*=sA?R, la nuova superficie luogo geometrico dell'estremità di R sarà 
una superficie derivata da una data secondo la indicata legge parabolica dei raggi 
vettori. Chiamando X, Y, Z le coordinate di un punto di questa superficie derivata, 
corrispondenti ad un punto (x^ y, z) della superficie data, si avrà 

X X Z R r vH 

X y z r k ^k 

4*onde per i valori delle nuove coordinate 
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e vìeercna à oUcagsno k prime 

^k.J. Jk.1 JLZ 

•=>r» »=V' •''V 

Da queste ultime ne segue altresì, che data la soperfieie luogo geooMtrico di R né 
derhra l'altra r = ^kSL Per mia aaaloga appUcanose sia r mi semìdiametio deU* 
ellissoide eoo Forigiiie al ceatro, e di equasione 

*• f* *• - 

sostituendoci i precedenti valori di «9 y, x espressi per X, Y» Z ottemamo immedia- 
tamente per la nuora soperfieie derivata 

4/X* Y* 2?\ , 

ove ponendo 

R = ^(X*+ Y*4- Z*) 

si otterrà infine Feqoazione di qoarto grado 

a» M «♦{Th- Y»-h Z») = *»(fc«c»PH- o*cV+ oVZ»)* 

È dmiqae di quart'ordine questa superficie derivata dall'ellissoide, come di qnart'or- 
dine è la corva derivata dall'ellisse secondo la stabilita relazione fra i ra^ vettori. 
Le intersezioni con gli assi coordinati sono alle distanze dal centro 

Le Xi 9 Yj , Z, rappresenteranno i semiassi della superficie computati nella direzione 
di a, 69 e : se per uniformità di notazione si chiamino A, B, C potremo sostituire 

0*= *A , **=. *B , c*= *C 

e l'equazione si ridurrà ad 

A»B'C'(X*+ Y*H- Z^ = (BCy-i- ACY*-|- ABZ»)*. 

In questa guisa si è resa indipendente da Ar , e 2A , 2B , 2C sono tre assi prin^ 
cipali della superficie concentrica all'ellissoide, e limitata anche essa in tutte le di- 
rezioni. 

9? Nella di già menzionata teorica dei raggi di curvatura delle sezioni normali 
in un punto di una superficie data, ci si presenterà anche spontaneamente una su- 
perficie di quarl'ordine , che racchiude come caso particolare la superficie derivata 
dall'ellissoide. Immaginiamo in un punto {x, y, z) di una data superficie curva tutte 
le sue difierenli sezioni normali , si conduca il piano tangente nello stesso punto 
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{Xi y, z)f e si chiamino a, |3, y gli angoli, che una retta tangente ad una sezione 
normale nel punto {x^ y, z) forma con i tre assi ortogonali; è noto che se u = 
appresenti l'equazione della superficie, e si ponga per brevità 

R = ^[(0^)»+ (D,u)»+ (D.U)*] 
Q = cos'ut D*u + c(^j3 D^ + cos*y D]u + 2 cos acos ^ D. D,u 
+ 2 cos a C08 7 D. T),u 4- 2 cos ^ cos y D, D.u 
si ha per il raggio p di curvatura della corrispondente sezione normale 

Ciò posto se a partir dal punto (x^ y, z) comune alla superficie , ed al piano tan- 
gente, si portino sopra ciascuna retta tangente alle sezioni normali, le rispettive lun- 
ghezze p dei raggi di curvatura, e si chiamino X, Y, Z le coordinate corrispondenti 
oi diversi estremi del raggio p, si avrà 

X = pcosa, Y=pcosP, Z = pco8y, p"= X'-h Y*+ Z* 

quindi sostituendo nella formola p*(f= R' , i valori di cos a , cos ^ , cos 7 , e p' , 
otterremo la superficie del quart*ordine determinata dall'equazione generale 

[ (D,tt)'+ (D,tt)«+ (D,tt)n (X«+ Y^ V) 

=(X«D»tt + T\S\u 4- ZT);tt -4. 2XYDJ)yW -4- 2XZDJ),tt -h 2YZDyD,tt)*. 

L'intersezione di questa superficie con il piano tangente dà luogo alla curva de 
quart'ordine luogo geometrico dei raggi p di curvatura. La medesima contiene come 
caso particolare la superficie dal quart'ordine derivata dalFellissoide , mentre essa è 
la superficie derivata generalmente da una superficie di second*ordine dotata di centro. 
Infatti se si fossero portate sulle rette tangenti alle sezioni normali delle lunghezze 
espresse numericamente da ^p , allora si ottiene , come é noto , una superficie del 
secondo ordine, e la sua intersezione con il piano tangente produce la cwma Indi- 
catrice del Sig. Dupin, 

10? Applichiamo le precedenti dottrine ad un qualche problema di calcolo in- 
tegrale. Sia da determinarsi per esempio il volume terminato dalla superficie di 
quart'ordine derivata dall' ellissoide, e di equazione come dal parag? 8? 

AWC*(X*-4- T-+- Z') = (BCX'-f. ACV-H ABZ')». 

Mutiamo le lettere A, B, ... X, ... nelle piccole a, 6, ... a;, ... con scrivere 

aVc'(aj*4- y*4- «*) = {bcaf-h ocy*-f- abz*f. 

Sostituiamo per a;, y, z i valori in coordinate polari, vale a dire 
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Mwrtmo per Vtqamome fobre édU saperfide 



r = 



heeo^p-^ aeaafpeo^q + téwetffwa^q 



On b eakitoni dì a Totone Y ia coofdiaale polari Tiea dau dalì alcy al e doppio 

per evi nel aoMro eaao aTremo 

tenpipiq 






[(éceo^jp-f- acsea^eo^f +fl^iea^aeai'f)^ 
1 Kmìti dell'iolegrde esteeo all'oUiva parte del volale fooo 

per cai riotero vohuiie termìoato dalla saperficie del qoart'ordiae di aopra iadicala, 
sarà espresso dall'integrale definito doppio 

V _ ^^^^ P P ' 9atpép&q 

~" 3 Jo J. (oc cos'ji+ac sen'ji co^g+fl^sen'p wet^qf ' 

Qnest* integrale é ridoeibile a fonziooi elliuidie di prima e seconda specie , ed ho 
avolo già occasione di oltimsre questa ridazione in problemi somiglianti in diverse 
mie Memorie, e fra le altre in ona pobblicaU nel 1846 nel tom. 31. del giornale 
del Sig. Crellef ed in altre due pubblicate nel 1847<. e 1848 nel giornale araldico 
di Roma : di più nella ciuta Memoria inserita nel giornale di Oefle, llnlegrale in 
questione mi si presentò come cubatura del volume terminato da una superficie del 
qiurt'ordine conosciute sotto il nome di superficie di ehttieità , e che viene anche 
essa derivate dsU'eUissoide come luogo geometrico della projerìone ortogonale del suo 
centro sui i piani tengenti; per cui si viene in queste guisa a stabilire Tidentità dei 
due volumi lermioali dalle due superficie di quart'ordine. Onde riconoscere le dimoi- 
sionì di queste due superficie per l'identità dei loro volumi, prendiamo per un'istente 
Tequazìone della superficie di ekuddiàf cioè 

(«*•+• /+ %y= a*«* H- ft«|^-f. e*!*. 

Ora io tento nel parag? 8? della mia Memoria inserite nel tom. 31. del Sig. Grette» 
ipianlo nel parag? 6? della mia altra Memoria inserite nel giornale arcadico per Tanno 
1847, ho dimostrato che Tintegrale definito duplicato di forma razionale che rappre- 
senta il volume terminato dalla superficie di elasticità è 
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__ Sa^b^c^ P" r^ sen pópóq 

~ 3 Jo Jo (^Vcos*p -h oVsen'jj co8*g -f- aVsen*p sen*g)^ 

Scegliamo ora una nuova superficie di elasticità di semiassi ^ka^ ^ìsb^ ^kc , è chiaro 
che il corrispondente volume Y sarà espresso per 



_ S^a^byi^ p* p^ sen p dp d^ 

3p J. Jo {bc cos*p 4- oc sen*/> cos*g -H 



>c cos*p 4- oc sen'p cos'g -H af sen'/» sen*g)^ 

Il coefficiente algebrico si riduce evidentemente a ^(a^b^c^ì^) ; prendendo poi per 
l'indelerminala /e, 1^=^ abCf o, A? = yabc , si ridurrà il detto coefficiente ad a'òV; 
e viene tosto riconosciuta l'identità dell'integrale riportato al principio di questo parag. 
per la cubatura della nuova superficie : e potremo dire , che le due superficie del 
quart'ordioe 

(««4. i^H- j^)«= yahcioaf-h V+ ca») 
aVc'(aj*4- |/*-f- «*) = {bcaf-h acy"-^ abzy 

sono d' identico volume. Alla medesima conclusione potremmo giungere assai facil- 
mente nel modo seguente : poniamo in quest'ultima equazione 

bcaf^eV, acì^=/k*Y*, ab%^=^VV 

si avrà dopo la sostituzione, e riduzione 

/k*(XV Y*+ Z»)*= oòc(aX*4- *¥*-+. c2?) 

ove ponendo ^^= ohe 9 otterremo le superficie di elasticità : premessa quest'osserva- 
zione, dai valori stabiliti fra a;, ... ed X, ... risulta 

x^bc = kX , y^ac = ^Y , z\/ab = kZ 

d'onde per gli elementi dei volumi avremo 

oòc dxdydz = i^dXdYdZ 

quindi per il valore di ì^^=abc, otteniamo l'eguaglianza tanto degli elementi, quanto 
dei volumi finiti delle due superficie. 

il? A compimento di questa applicazione riportiamo qui Tespressione del vo- 
lume della superficie di elasticità da me rinvenuto per la prima volta nella Memoria 
inserita nel tom. 31. del Sig. Creile. Nel parag. 11? della citata Memoria giunsi all' 
espressione 

y^ 11060 / (^4- 2(<^4-y)\ 



i:abcf(?'h 2(<^4- V) \ 2irKE(^, u) irK,F(*, fi) 

+•— ^— — 4- 



6c sen |x 6c sen fx 

ove per le due funzioni ellittiche di prima e seconda ipecie, si ha tanto pel modulo 
kf quanto per l'ampiezza fx sotto l'ipotesi di a'^b'^c 
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e e 

Softitaiamo ^9 l/Sb, ^ in hiogo di a, ^, e n ayn 

^a J{fi — a) c — h 

^c ^ /e • e — « 

K = tf(c — a)(a -H * 4- e) , K,= tf [(a 4- * -+■ c)a -H «?- fcj 

Quindi fatto jk^ = afte otterremo l'espressione del rìehiesto yofamie per la siqierfieie 
derìraU dall'ellissoide» vale a dire 

IT afte /e -f- 2(a 4- ft)\ . ^itVcJeG.Ejk, ji) i^V^KFjk, fi) 



ir afte /e -4- 2(a 4- ft)\ 
= —[ -e ) 



6Vc — a 6^c — a 

ove per brevità si è posto 

G = (e — a)(a + ft -f- e) , H = (a 4- ft 4. c)a -+■ fl^— ftc. 

Tale è dnnqae l'espressione del valore V terminato daUa saperfieie di qoarl'ordine 

a*ft»c»(a?4- /4- /) = (ftca?4- acj^4- oft/)* 

che eome si è rimareato coincide con il votame terminato da una superficie di ela- 
sticità. 

12? Per on'ultima applicazione deriviamo dalla snpeificie di elasticità 

(a?4. /4- /)«:= a*a?4- ft^/4- e»** 

un altra superficie secondo la le£;ge parabolica f^^ kR. : faeendo la sostituzioiie 

x = reospf y^rsenpeosqt %=» raenps&nq 

otteniamo l'equazione polare 

f^=5 o'cos'p 4- ft^sen^p co8*g 4- c^sen^p setfq c= kR 

la quale rappresenta nello stesso tempo l'equazione pdaite della superficie derivata. 
Sostituiamo come si è fatto in altri casi 

X Y Z 

cosp<=s^9 senpcosfst^f senpseng»^ 

si trova 

Hl'« rfX»4- ftV4- cW 
ovvero 
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/fe*(XV Y»-f- Z*)'= (o*X«-f- ÒV-H c*ZV. 
È dunque di sesl* ordine la nuova superficie derivata da quella di elasticità : i se- 

miass^ di questa superficie sono r- » t- ' t- i ^ sostituendoci per semplicità a, by e, 

l'equazione diviene 

(X*-f- ¥*+ Z*)3 = (oX*-h *Y*+ cZ*)«. 

Il volume terminalo da questa superficie è una funzione razionale di a, b, e ^ ed è 
facile il poterlo ricavare : non però con la stessa facilità si presenta il problema sulla 
quadratura tanto in questa , quanto nelle precedenti superficie derivate , argomento 
che potrà essere il soggetto di un'altra Memoria. 

13? Ritenendo la stessa legge di derivazione proveniente dall'equazione r^=kRy 
abbiamo supposta nota la curva , o superficie di raggio r per poterne derivare l'al- 
tra di raggio R, ma è chiaro che potrebbe supporsi cognito R, ed incognito r: per 
non allungare di troppo questa Memoria, e per essere uniformi nelle notazioni can- 
giamo r in R, ed R in r, e prendiamo un qualche esempio da una linea, o da una 
superficie data, ove sia costantemente R = V^^. Cosi se r appartenga ad un'ellis- 
soide come semidiametro, con le coordinate polari si avrà 

6Vcos*p -f- oVsen*p cos*g -h o*6*sen*p sen*g 
e per il valore R della superficie derivata, verrà 

6Vcos*ji -H oVsen*p cos>*q -+• a^b*sen^p sen^q 

Introducendoci le coordinate X, Y, Z, come si è fatto in tutte le precedenti appli- 
cazioni si ottiene l'equazione 

(X«-f- Y'-h Z*)(6VX»H- oVr-f- aVZ') = ^oVc* 
la quale appartiene ad una nuova superficie di quart'ordine. Che se si prendesse per 
r un semidiametro della superficie di elasticità, la sua equazion polare porge 

R* 

r^= o*cos*p -f- b*sen*p cos*q -+• c'sen*p sen^q = -zj- 

quindi introdotte le coordinate ortogonali X, Y, Z invece delle polari verrà per la 
nuova superficie derivata da quella di elasticità, l'equazione 

(X»4- V-h iy= ^*(a»X»4- **¥*-+. c*Z*) 
la quale monta al sest'ordine. Tralascio ora ulteriori sviluppi su questo soggetto tanto 
per le linee, quanto per le superficie , e terminerò col notare , che in indagini so- 
miglianti sulle stesse linee piane si potrebbe avere una rappresentazione geometrica 
di quegli integrali nei quali il coefficiente, o divisore di d^ sia o una radice cubica, o 
una radice quarta del binomio, 1 — Is'sen'f, integrali, che da Legendre sono slati ri- 
dotti alle funzioni ellittiche. Roma 21 Dicembre 1859. 

Tom. II. N! 5. 18.59. 42 
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ExniiT wm LETm m r. ihiìel mhits 

à r. THTMJli 

SLR LA THÉORIE DES ÉQUATIO?fS ALGÉBRIQUES. 



COLLÈGE DE LA TRI5ITÉ 

Dublin, le 30 Deeembre 1859. 

Je dois V01U remercier de voire bienviellance en m*envoyant des exemplaires de 
V08 mémoires sur les éqoations cubiques, el biquadraliques, que j'ai lu avec beau- 
coop de plaisir. Je suis bien aise, que les recherches recenles des géomètres ont ramené 
Fatlenlion de malbématiciens sur les solutions aigébriques de ces équations ; qui, a 
ce que je pense onl élé jusqu*ici trop négligées. Ponr exemple je prendrai la liberCé 
de vous faire part de la mélhode suivant d*arriver à réqualion au carré des difTé- 
rences des racines d*une équation biquadratique qu*on peut introduire avantageuse- 
ment, si je ne me trompe dans les ouvrages élémenlaires sur l'algebre. Prenons pour 
notre équalion 

aafi-h Aba^-h 6ca^-*- Adx -f e = (racines x, , x, , «3 , «4) 
et posons 

o*«» = y— oc , 12oV = ae — Abd-h ^c^, Sah =ace-+- 2bcd— ad^ — eb*— e' 
et désignons par &> una racine cubique imaginaire de l'unite, alors 

X, = H\/cF-H /• 4- m* — \/cr4- «i* -4- w*m» 4-\/nr 4- w*/* 4-a>m» 

en sorte que si (x, — x^)^=' t nous tirons 

- = / Wct 4- tói» 4- «*m» 4- Kf fs 4- «*/• -+- wm* J 
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ce qui donne 

(^ _ 2n -j-f* + m» y= 4 L*- Jl* +. m» ì -+- /^ + m» — fx I 



ou 



16 



6fx = 3( P 4-mM— ^( /»-Hm« j 



mais on a 

Ili l m L 

en sorle, que nous avons 
ce qui donne 






3 

m 



d'ou Ton Irouve 

/«— 48ut5+ 96(fx 4- 8cr*)f*— 256(16cy'H- 24fxtj -f- 13X)t3 

-4- 2304(32crV -H l^uX — 7fx*)t'— 331776fx(fxiy -H X)t 
4- 442368(fx3— X*) = 

resultai que j*ai donne dans le Journal de AT. Terquem (*) sans entrer dans le détails. 
En general si une équation a deux racines doubles, les deux demiers termes de 
réqualion aux carréz des differences s*evanouissenl; et aussi Ics deux conditions né- 
cessaires pour l'existence d*une racine triple annuUent Ics trois demiers termes de 
la méme équation. Il suit de là d*apres l'équation que je yiens de donner^ que les 
conditions qu*une équation biquadratique a deux racines doubles soni 

fi = CT* , X = — u' 

et si réquation a une racioe triple il faut qu*on a fx =» X = , ce qui s'accorde 
avec les résultats déjà connus. Je trouve aussi pour une équation du degré n avec 

(*) Ann. de Mathém. 1857, pag. 369. Per un errore di stampa nei termini di fi, e t^ , si legge ivi 

Aio, èo* invece di 48cr, 8cr'. B. T. 

* 
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des coefficienU binómes la fornrale 



12a* 



*o *i *a 
*i *a *3 
*a *3 *4 

d'où mras tirons pour 



i^(n - l)*(fi — 2) [ i^**— ae){ae - 4W -h 3c*) 

-+• 2(n — 2)a(ace 4- 2Acd — oiT— co*— c^) ] 



imo 4- X r= 



4508 



*o *i *a 
*i fi *3 
*« *3 *4 



en sorte que le coefficient de l*avant-dernìer terme de Téquatìon au carré des dif- 
férences des racines d'une équation biquadratique peut s*écrìre de la manière saivante 



-y (ae — 4W + 3c*) X 



«. «I «a 
*f «a «3 
«3 ^ì *4 



une forme je pense assez elegante quand on se rappelle^ quc le dernier terme est 
representé par le determinant 

*o *! *a *3 

*i *a *3 *4 

*a *3 *4 *5 

«3 «4 «5 «5 
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SULLA RIDUZIONE DELLE EQUAZIONI ISOPERIMETRICHE ALLA FORMA CANONICA. 

RICHELOT. — Sur les équatiors différcntielles du calcul deb taeiatiors. 
Extrait d*uiie lettre à M<'. Hermite. Comptet Rendus. 31 Octobre 1859. 



£ noto che mediante le trasformazioni delle equazioni della Dinamica dovute a 
Lagrange, ad Hamilton, a Jacobi la soluzione dei problemi della Dinamica é ridotta 
alla integrazione di un numero doppio di equazioni differenziali, ma del primo ordine 
e di una forma particolare denominata forma canonica; od alla integrazione di una 
equazione alle derivate parziali del primo ordine non lineare. La dinamica teoretica 
deve molti dei suoi recenti progressi a quelle trasformazioni (Vedasi ìi diligentissimo 
rapporto del Sig. Cayley - On the Recent Progress of Theoretical Dynamics - Re- 
port of the 27*^ Meeting of the British Association-i858). Le equazioni della Di- 
namica potendo considerarsi come un caso particolare delle equazioni isoperimetriche 
offrivasi spontanea la ricerca di analoghe trasformazioni per queste ultime equazioni. 
Il Sig. Ostrogradsky in una lunga memoria , poco conosciuta , « Sur les équations 
différentielles relatives au probléme des isopérimètres - Memoires de l'Académie de 
Saint-Petersbourg - T". 6"'. 1850 » occupatosi pel primo di questa importante qui- 
stione giunse a porre quelle equazioni sotto la forma canonica (pag. 403) ed a ri- 
durre la integrazione delle medesime a quella di una equazione alle derivate par- 
ziali del primo ordine non lineare (pag. 445). In una nota pubblicata negli Atti della 
Società Italiana (1854) « Sui criterj di integrabilità delle funzioni e sulle equazioni 
isoperimetriche » ho dimostrato come la riduzione delle equazioni isoperimetriche alla 
forma canonica si possa ottenere molto semplicemente mediante una effettiva trasfor- 
mazione di quelle equazioni. Crediamo opportuno di ripubblicare in questi Annali 
quella dimostrazione con alcune variazioni, giacché i risultati comunicati dal Sig. Ri- 
chelot al Sig. Hermite nella lettera citata coincidono con quelli dell'Ostrogradsky. 

Indicando con t la variabile principale, con x, , x^ . . . • x^ m funzioni delle 
medesime e con V una funzione di I , di j;, , x, . . . x., e delle loro derivate ri- 
spetto A t f x^^ f x^l. . . . x\ ^' } x'^ 9 x'i . , . xl *'; . . . x^^ f x'^ . . . x)^ } è nolo 
che le equazioni isoperimetrichc quali vengono date dal calcolo delle variazioni hanno 
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la fonna : 

nella quale si è fatto per brevità (t^=n. Posto : 

dV / dV Y .,_^,/ dV \«-^> 

?r^ - "S^ - Vd^PiTj 4- . . . -f- (- 1) \^^j 

si ha evidentemente il §;rappo di eqnaiioni : 

/ov ^ " ^ dV , dV 

dV 

Se si moltiplicano ordinatamente queste equazioni per x^' , «j!*^ , xf^j e si 

sommano le equazioni risultanti si ottiene la 

od indicando con T il primo membro di questa equazione : 

di 

Notisi che la equazione (1) essendo alle derivate dell' 2nesimo ordine conterrà in ge- 
nerale le : 

sostituiamo alle n quantità : 

le: 

Trp^-1 > ?r^-a ' ' ' ?r^ 

cioè si considerino le 2n quantità : 

come variabili indipendenti. 

Se nella espressione T — V si sostituiscono alle x^^ i loro valori dati dalle re- 

dV 
lazioni <fr,»^t= ,j, p ed indicasi con : 

0{8y . • . , Xy 9 Xr f • • • X^ , 9^^o» ?r,i • • • ?r,i»-i >••••) 

la funzione risultante; si avranno faciknente le equazioni : 
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d0____d\_ ^__dV dg _ dV 

dxr "' dx/ dxV ■" da:', "*" ^''•" ' ' * ' à^^ ~" d^^T^ "^ "^""•"^ 
ossia per le equazioni (2) : 

^^J^ dx'r_ de d4"-^^ dg 

dt ~" d9,,o * d/ "" d(p,,, di ■" d9,.„_, 

dt da;,' d/ dx'/'" et S^ 

le quali equazioni in numero 2((x, + a, + . . . -ha„) hanno la forma canonica. Si 
potranno quindi estendere ad esse le molle proprietà che hanno luogo per le equa- 
zioni della Dinamica posle sollo la forma canonica. Fra esse notiamo quella che fa 
dipendere la integrazione delle equazioni isoperimetrichc dalPintegrazione di una equa- 
zione a derivale parziali (*). Indicando con S una funzione di : 

t j X j j X^ f . , . X^ } X2 9 X 2 • » * X^ .... Xf„ ) X ,„ » . , x^ 

ponendo : 



m 
m 



e sostituendo queste espressioni nella funzione 6 , si troverà come pel caso dello 
equazioni dinamiche che la equazione suddetta a derivale parziali è la seguente : 

dS /^ , ^„ dS dS dS \ „ 

Denominando S una soluzione completa di quesla equazione , cioè una soluzione la 

quale contenga «, 4- «i -h . : . -f- «», costanti arbitrarie a,,o » «r.i ^r.»-! > 'e 

equazioni : 

dS 



da..,---^" 



unitamente alle (4) sono gii integrali delle equazioni isoperimetriche. 

Pavia, Dicembre 1859. 

Prof. Francesco Brioschi. 

(*) Il Sig. Clebsch ha dato ona dimostrazione di questa proprietà nella Memoria «e Ueber dieieni- 
gen Problema der Variations rechnung etc. » Giornale di Creile T? 55 An. 1858, e recentemente (trior- 
nale di Creile, T? 57) nella Memoria « Uber die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen Fadens. » ha mo- 
strato con rarj esempj come la soluzione dei problemi isoperimctrìci possa ottenersi facilmente median- 
te l'integrazione dell equazione a derivate parziali. 
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A IBilH M mBBrrUL IHIillMS 

n 
GEORGE BOOJLE, F, R. S. 

Cambridge ISSI, toL te 8. pag. I-IT. 1-4». 



Questa nuova, ed iotereisante opera testé pubblicata dal Sig. G. Boole è divìsa 
in dieciotlo capitoli , dei qoali la maggior parte viene impiegata per l' integrazione 
delle cosi dette EquatUmi differenziali, ed il rimanente per l'Equazioni a derivale 
parziali. Alla fine di ogni capitolo poi si propongono degli esempi a sviluppo delle 
teorie. Quanto possa essere rilevante quest'opera nello stato attuale della scienza lo 
indica il titolo, ed il nome deirillustre geometra d'Irlanda. Non essendo mio scopo 
in questa breve notizia, e quasi puramente bibliografica di venire all'esame, ed alla 
discussione dei metodi usati dal Sig. JBoo^ mi basterà notare, che esso mette giu- 
diziosamente a profitto, quanto di più importante su quest'argomento è stato scritto 
da Eulero, Lagrange, Laplace, Legendre, Cauchy, Jacobi, Hamilton, e dall'autore 
medesimo nelle transazioni filosofiche di Londra. In questa circostanza mi piacerà 
anche rammentare le dotte Memorie degli illustri geometri italiani Paoli, Brunacd, 
Malfatti, pubblicale già da molti anni a questa parte. Nei capitoli XVI e XYII viene 
sviluppalo dal Sig. Boole l'uso dei simboli per l'integrazione dell'equazioni. L'autore espone 
con un bel ordine e chiarezza le varie formole simboliche, e richiama in special modo 
un ^0 lavoro fin dal 1844, e differenti pubblicazioni di altri distinti geometri in- 
glesi. Gerlamenle l'uso dei simboli, e delle caratteristiche messo in opera con quelle 
cautele , e precauzioni che si richiedono e di una mirabile risorsa nella risoluzione 
di un gran numero di problemi di analisi, e di Calcolo Integralo. Io citerò le belle 
ed eleganti Memorie del Sig. Cauchy per l'inlegrazione dell'Equazioni lineari, argo- 
mento che anche io per mezzo del Calcolo dei Residui, e coll'uso dei simboli, e delle 
caralterisliche diffusamenle trallai fin dal 1842 , e 1843 in una serie di Memorie 
pubblicale nel Giornale Arcadico di Roma, e più recentemente nel 1854 in una mia 
Memoria nel tom. 25 della Società Italiana. Infine nell'ultimo capitolo il Sig. Boole 
succintamente espone la soluzione dell'equazioni lineari per mezzo degli Integrali de- 
finiti : i metodi sono quei di Laplace, Fourier , Poisson , Cauchy , ed io pure con 
qualche estensione mi proposi lo stesso soggetto nelle citate Memorie del 1842,1843. 
Utilissima riuscirà la lettura dell'opera del Sig. Boole tanto ai Professori quanto agli 
allievi, e per una maggior diffusione sarebbe da augurarsi una buona traduzione in 
una lingua più diffusamente conosciuta. Terminerò questa breve notizia con dire» che 
essa potrà anche servir di guida ad altri geometri , che sopra l'equazioni differenziali si 
proponessero il più grande sviluppo. B. T. 
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FONDAMENTI DI UNA TEORICA GENERALE DELLE FUNZIONI 
DI UNA VARLUNLE COMPLESSA. 

DI B. RIBMANN. 

(Tradiiikne dal tadeioo di ima Di«eriaikne inaugwaie 
pabUkaU a OJMtiiig«o neliSM). 

(Cootfamasiooe V. pag. 188.) 



il. 

Colle supposizioni relative ad u e a T falle alla fine dell'arlicolo precedente, ab- 
biamo i seguenti teoremi : 

dtt 
L Se lungo una linea è us=sO e -r^ = ^ u sarà per tutto = 0. 

^P dtt 

Dimostreremo prima che una linea X dove tt «= e — = » non può formare 

il contomo di una parte di superficie a, dove tt è positiva. 

Supposto che ciò fosse possibile si prenda un pezzo della superficie a, che abbia per 
contorno una parte di X e una parte di circonferenza, e che non contenga il centro di 
questa, il che è sempre possibile. Allora, indicando con r e f le coordinate polari di 
un punto riferite ad un punto Oo come a polo, abbiamo: 



>.'^'--j.'-^-.=» 



estendendo gFintegrali all' intero contomo di questo pezzo ; quindi , per la supposi- 
zione fatta, sarà nulla anche la somma di questi integrali estesi al solo arco di cir- 
colo, cioè 

Itt df «4- logr I T--d< = ; 

Jdtt r 

— ds ss ^ sarà ludf = , ciò che contradice alla supposizione che 

tt sia sempre positivo nell'interno di a. 

In simil modo si dimostrerà che l'equazioni tt « , -r- = non possono veri- 
ficarsi in una parte di contorno di un area b dove tt è negativo. 

Ora se nella superficie T in una linea fosse tt»0 e ^ = , e in una parte della 

Tom. IL N? e. 18S9. 43 
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stessa fosse u differente da zero, questa parte di superficie o dovrebbe esser limi- 
tata da questa linea stessa* o da una parte di superficie dove u fossezero^e quindi 

sempre dovrebbe aver per contouio una linea dove fossero u e -r— = , il che 

dp 

contradice a ciò cbe abbiamo dimostrato. 

dii 
II. Se il valore di u e di -r- e dato lungo una linea, ti rimane determinato in 

tutte le parti di T. 

Siano tt, e u, due funzioni date cbe sodisfano alle condizioni poste per u, queste 
saranno sodisfatte ancbe dalla loro differenza tf. — u, come risulta , sostituendo la 
medesima nell'equazioni relative. Ora se u, e u, e le loro derivate prime coincides- 
sero lungo una linea, e non coincidessero in un altra parte di superficie, lungo questa 
linea sarebbe 

dp 

senza cbe fosse per tutta la superficie u^ — ti, = 0, contro il teorema I. 

m. I punti di T, nei quali u è costante, formano necessariamente , quando u 
non è per tutto costante, linee, cbe separano una parte di superficie dove u è maggiore 
da un altra dove u è minore. 

Questo teorema è composto dei seguenti : 

ti non può in un punto di T avere un minimo o un massimo ; 

Il non può esser costante soUarUo in una parte della superficie; 

le linee nelle quali ii = non possono limitare da ambedue le parti aree nelle 
quali 11 — a ba lo stesso segno ; 

Teoremi, l'opposto dei quali, come è facile a vedersi, trascinerebbe sempre una 
negazione dell'equazioni dimostrate nel paragrafo precedente: 

ti. = 2j; I " ^^ » ® j (" ~ ^o)**'? = ^' 

e cbe quindi sono impossibili. 

12. 

Torniamo ora a considerare una variabile complessa tc^ = u + vi , la quale in 
generale (cioè senza escludere un eccezione in linee e punti singolari ) ba per ogni 
punto della superficie T un valore determinato colla posizione di 0, e che varia 
in modo da sodisfare all'equazioni : 

dtt dv dtt dv 

dx dy ' dt( " dx^ 



PCRA ED APPLICATA. 339 

e come già abbiamo sUbilito, diciamo che aoa Tarìabile ti, la quale gode queste pro- 
prietà, è una funzione di « — «-+- iy. Per semplicità in seguito supporremo che una 
funzione di % non debba possedere discontinuità che possano togliersi per la muta- 
zione del suo valore in un punto separato. 

Prendiamo prima la superficie T semplicemente connessa, e per tutto semplice- 
mente distesa sopra A. 

Teorema. Se una funzione ter di x non ha mai interruzioni di continuità lungo 
una linea, e per un punto qualunque 0' della superficie in cui sia «=«', w(«— «) 
diviene infinitamente piccolo quando si avvicina indefinitamente ad 0', essa e tutte 
le sue derivate in tutti i punti della superficie sono finite e continue. 

Le supposizioni fatte rektivamente alle variazioni di ur, ponendo z — z'« pe'^ « 
divengono relativamente ad u e a v le seguenti : 

i. -; ~- =3 per ogni parte della superficie T ; 

dx dy 

2. h ^ = per ogni parte della superficie T ; 

3. Le funzioni u e v non sono discontinue lungo una linea; 

4. Per ogni punto 0', pu e pv divengono infinitamente piccoli quando diviene 
infinitamente piccola la distanza p di da 0'; 

5. Per le funzioni u e v sono escluse le discontinuità che possono togliersi 
mutando il loro valore in punti separati. 

In conseguenza delle supposizioni 2, 3, 4, per l'art. 9, III, sarà per ogni parte 
della superficie T; 



M"ty-'- 



estendendo l'integrale a tutto il contorno di T; e quindi l'integrale 



m-'t)" 



esteso a una linea qualunque che va da Oo ad (per l'articolo 9, IV) prende sempre 
lo stesso valore, e riguardando Oo come fisso, forma una funzione U di x e di t( 
necessariamente continua per tutto fuoriché in punti separati , la quale (art. 9. Y) 

ha in ogni punto per derivate parziali — = u , — == — v. Sostituendo questi va- 

9 

lori per u e V, le supposizioni 1,3,^ divengono le condizioni del teorema dato alla 
fine del paragrafo 10. Dunque la funzione U e tutte le sue derivate sono finite, e 
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13. 



MT articolo IS , ■■iiiFliiiBn cke, per n dMo pwto a Mb 
1, {% — sV a. p^ V MS 4kiwmt fai ttSmUmtaàe pieeob per ruiailo 
4àO aa.ìm fwole caoov «mw uiailo eolTuiiiiilo «rricnuà « O ai (y, e 

mtffomno » che ae ti aos è ieOo aleaH> ordine di -, cioè ae ywaiea ie di aaa- 

bodae qacale qoaaliti aoa Im per liaule «sa grandeiia fiaita, alaKso gli oviìai deBe 
aiiedcaiaw atiaao tra loro la «a rapporto finito , in goiaa che n poaa trovare «na 
potcua di p, per la qaale molti p licaU w^al prodotto col d e c r cacere iainilo di p con- 
Tcrga retto un limite finito o reno aero. Se ft è Feiponeate di «pieau potenaa e » 
il proacinio numero intero soperiore la quantità (%^ifw^=sf^w diTcrrà infinitamente 

poicbè -i --i 

da 

la quale io qneata parte della anperficie aoditferè alle aoppoai- 

sioni dell'articolo IS» e io cooiegiienKa aarè finita e continua nel ponto (X. Se indi- 
chiamo con a»^ il tao yalore nel ponto (X, (% — a')*~'t9— o^i sari una foniione 
che in qoeato ponto è cootinoa e egoale a zero, e in eonsegoenza diyiene infinita- 
mente piccola con p, onde per l'articolo 12, la eapressione (% — i)"^w — ^~}^ 

ona fimzione continoa nel paolo (X. Gmtinoando questo processo, « per la sottra- 
zione di una eapressione della forma 



TTJ -f- . . . -f- 



diverrà evidentemente una funzione che resta finita e continua nel punto (X. 

Dunque se le supposizioni dell* articolo 12 sono modificate soltanto in questo , 
che la ftinzione w debba divenire infinita per Tinfinito avvicinarsi del punto a un 
punto (y della superficie T, l'ordine di questo infinito (una quantità che cresce nel 
rapporto inverso della distanza si considera come un infinito di primo ordine) se é 
finito sarà necessariamente un numero intero; e se questo numero è m, la funzione 
w aggiungendo ad essa una funzione che contiene 2m costanti arbitrarie, si trasforma 
in una funzione continua nel punto 0'. 
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Ouervazùmen Consideriamo una fanzione come oonlenente uaa sola costante ar- 
bitraria, se tutti i modi possibili di determinarìa abbracciano una sola dimensione. 

14. 

Le limitazioni , che abbiamo fatte negli articoli 12 e 13 relativamente alle su- 
perficie T, non sono essenziali perchè sussistano i risultati ottenuti. Evidentemente 
ogni punto di una superficie qualunque può circondarsi con un pezzo della mede- 
sima che possieda la proprietà che abbiamo ivi supposta, eccettuato soltanto il caso, 
in cui questo punto fosse un punto di giramento della superficie. 

Per istudiare questo caso, immaginiamoci la superficie T o un pezzo qualunque 
di essa, che contenga un punto di giramento di (n — !)•''"*« ordine, dove sia 2=2' 

= x'-h iy\ riportata per mezzo della funzione K= {% — «')" sopra un altro Piano 
A, cioè immaginiamo il valore della funzione (; =s { -|- sti nel punto rappresen- 
tato da un punto 0, che ha per coordinate ortogonali { e yi, e consideriamo il punto 
come rimagine del punto 0. In questo modo si ottiene per rappresentazione di 
questa parte della superficie T una superficie connessa distesa sopra A, che non ha 
punto di giramento nel punto 0* imagine del punto 0', come passiamo a dimostrare. 
Per fissar le idee imaginiamo descritta una circonferenza nel piano A col centro 
in 0' e col raggio R, e condotto un diametro paratlello ali* asse delle x , lungo il 
quale %— %' prenderà i valori reali. La porzione di superficie T compresa da questo 
circolo, che racchiude il punto di giramento , quando si prenda R sufficientemente 
piccolo, rimarrà spezzata da ambedue le parti del diametro in n semicircoli separati 
uno dall'altro. Da quella parte del diametro , nella quale y — y' è positivo , indi- 
chiamo questi semicircoli con a^ , a,, ...a« , e dalla parte opposta con a\ , a', ... a'„ , 
e ammettiamo che per valori negativi di % — z', a^ , a^f,„a^ siano attaccati ri- 
spettivamente con a\ , a'a , ... a'« , e al contrario per valori positivi con a'^ , a', , ... a'^^x , 
in guisa che un punto che giri intorno a 0' (nel senso conveniente) trascorra suc- 
cessivamente le superficie a^ , a'^ , a, , a', , ... a,» , a\ e da a'« torni di nuovo in 
tti , la qual supposizione evidentemente può s^mpre farsi. Se introduciamo ora, per 
ambedue i piani, coordinate polari, ponendo % — 2' = pe^ , (; =» vé^ , e scegliamo 

- i f< 
per rappresentare il semicircolo a^ quel valore di {% — z')" = p" ef per cui 

0"(p^7r, per tutti i punti di a, sarà v^R^eO^tf^ 9 quindi le rappresenta- 

zioni degli stessi nel piano A saranno contenute in un settore di un circolo descritto 

intorno a 0' col raggio R" , che si estende da(|' = Oa(|' = -»ea ogni punto 

di a, corrisponde un punto di questo settore, che si muove con continuila insieme 
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eoo tÉtOf e Tieerenai, oaée legae the k naagne édb fipcfffide «, è 




per imagUie del l e iicire oio a , un aeUan che ai cfteade djif=-af= — , 

2x 3» * * 

per a, nn feOore che si estende da ^ = — a f» — ^ iailTle per •'. «isel- 

/2ji f w • • 

tore che si estende da 4* = a f => Sv , se per o^ punto di qvesle su- 
perficie prendiamo f sneeessivamente eooqwcso ira v e Ss, Ss e 3x, .... {%m — i)s 
e SniTy eiò che è sempre possibile e in un sol modo. Ma qnesti aellori m. attae- 
eano l'ano all'altro nell'ordine stesso eoo eoi si soee e dooo i semicircoli a, e of, in 
modo eiie a ponti eonseeotÌTi eorrìspoodooo ponti cooseeotiTi» pecdò formano iooieme 
oniti ona imagine di on peno della soperfieie T che racchinde il ponto O^, e que- 
sta imagine è eWdentemente ona soperfieie connessa distesa seoqifieenienle aopra fl 
piano A. 

Una Tarìabile che per ogni ponto ha an determinalo yalore, lo ha anche per 
ogni ponto e viceversa, poiché ad ogni corrisponde soltanto on 0, e ad ogni 

8 soltanto on ; qoindi se è fonziooe di z' è anche fonxione di C , poiché se -r- 

dti ^ 

é indipendente da dz , anche -j^ è indipendente da dC » e viceversa. Da dò risolti 

dC 

die i teoremi degli articoli 12 e 13 possono essere applicati a tolte le fonzioni w 
di z anche nei loro punti di giramento , porche si considerino come fonxìoni di 

{z — zY ; onde abbiamo il segoenle teorema : 

Se ona fonzione w ài % diviene infinita coU' infinito avvicinarsi del ponto a 
00 punto di giramenta di (n — i)««<^ ordine (X, questo infinito é necessariamente 
dello slesso ordine di ona potenza della distanza il coi esponente é on molliplo di 

-, e se questo esponente é , aggiungendo alla medesima funzione ona espres- 

n n 

sione della forma : 



1 ' s 



(Z — zT (Z — %Y (z — zY 

dove a, , a^» > » (ht ^no quantità complesse arbitrarie , si può trasformare in una 
funzione continua nel punto 0*. 

Come corollario di questo teorema si può dedurne, che la funzione w è continua nel 

punto 0', se (z—zY w diviene infinitamente piccolo quando si avvicina infinita- 
mente ad 0'. ' 
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15, 

Se imaginiamo ora una fonzione di i» ohe abbia un valore determinato per ogni 
punto della superficie T dislesa comunque sopra A, e cbe non sia per lutto co- 
stante, rappresentata geometricamente, in modo cbe il suo valore w^'^u-hiv nel punto 
venga rappresentato da un punlo Q del piano 6, che abbia per coordinate ortogonali 
u ev, avremo il seguente teorema : 

I. L'insieme dei punti Q formerà una superficie S, nella quale a ogili punto cor- 
risponde un determinato punto della superficie T, e facendo muovere con conti- 
nuità Q sopra S, ancbe si muoverà con continuità sopra T. 

Per dimostrare queslo teorema è evidente che basterà provare» cbe la posizione 
di Q varia sempre (e in generale con continuità) con quella Ji 0. Questa prova e 
contenuta nel seguente teorema: 

Una funzione te; = u -f- tv di % non può esser costante lungo una linea , senza 
esser per tutto costante. 

Dimostrazione : Se w lungo una linea avesse un valore costante a -^^ ib , si 

avrebbe in questa linea 

^ d(a — a) dv 

tt — a=0, -^ i = — = 0, 

dp és 

e per tutto 

d>-a) . d*(ii~o) , 

d?~"*"~d7 "' 

quindi per il teorema I dell'articolo 11, si avrebbe per tutto « -- a^ 0, e poiché 

dtt dv dtt àv , r n * .* . -ì 

— - = -r— > T- = — ^— » anche t; — 6 =» per tutto, contro il supposto. 

d« dy dy d^ 

IL In conseguenza delle supposizioni fatte in I , tra le parti di S non può es- 
servi connessione, senza che vi sia connessione delle parti corrispondenti di T; vi- 
ceversa per lutto dove in T è connessione e ter è continua, corrisponde connessione S. 

Ciò presupposto, corrisponde il contomo di S da una parte al contomo di T , 
dall'altra ai posti di discontinuità ; ma le sue parti interne, esclusi punti singolari , 
per tutto sono semplicemente dislese sopra 6, cioè in nessun luogo vi è intersezione 
di parti sovrapposte o piegature della superficie. 

Affinchè si verificasse la prima ipolesi , poiché la connessione di T corrisponde 
per tutto a quella di S, sarebbe necessario che in T vi fosse un intersezione, contro 
il supposto. Dimostriamo ora che non può verificarsi la seconda. 

dt9 

Proviamo prima , che un punto Q* , dove — è finita, non può trovarsi in una 
piegatura di S. 
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Se racchiiidiaiiio il punto (X, a eoi eorrìsponde Q^, in una ponioiie di si^erficie 
T di forata qnalonqoe e di dimensioai indeteminale, si deyon potere (teeondo ^a^ 
tiook) 3) prendere le dimensioni della stessa sempre eod piceole, che la iòima della 
ponione oorrispondente di S ne diilerìsea di tanto poeo «{oanto si Tvolef e in eon- 
se(piensa eosi pieeole che il contorno ddla stessa sol piano B separi una ponione 
che racchioda Q[. Ma questo è impossibile se Q* si trova in una piegatorm ddla su- 
perficie S. 

Ora — come funsione di s, per il teorema I, può essere eguale a xero aoltanlo 

in ponti separatile poiché è continua nei punti di T che si considerano, può dive- 
nire infinita soltanto nei punti di giramento; dunque ec. come ToleranM) dimostrare, 
m. In conseguensa la superficie S è ona soperfieie y per la qoale valgono le 
sopposisioni fatte per T nell'articolo 5 ; e in qoesta soperfieie per ogni punto Q la 
variabile x ha on valore determinato, che varia con cootinoità colla poaixiooe di 

àz 
Qy e in modo che — è indipendente dalla direzione dei molo di Q. Dunque a è nei 

senso stabilito in principio una funnooe continua della variabile complessa « perii 
campo rappresentato dalla superficie S. 

Da ciò segue inoltre : 

Se 0*- e Q* sono due punti corrispondenti delle superficie T ed S, e net mede- 

simi éas=s\ ursstcr', ese nessuno di essi è un punto di giramento , j 

cdl'awicinarsi infinitamente di ad (y converge verso un limite finito, e le rap- 
presentasioni dell'una per l'altra sono simili nelle parti infinitesime; ma se Q' é un 
punto di giramento di (ii — i)*"^ ordine, e 0* un punto di giramento di (m — l)**^ 



/|9 — IC^')" 

ordine, 7- coU'awicinarsi infinitamente di ad O^convergeri verso un fi- 

(a-a'r 
mite finito, e per le parti di superficie prossime ad essi si ha un modo di rappie- 

sentanone quale risulta facilmente dall'articolo 14. 

16. 

Teorema. Se « e sono due fànsioni qualunque di x e di y, per le quali l'in- 
tegrale : 

esteso a tutte le parti della superficie T distesa comunque sopra A , ha un valore 
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finito, Ctcendo variare « di fbniioni Gontinae o diaconliotte sollanlo in ponti sepa- 
rati, le quali sul oonlomo siano eguali a aero, Tintegrale acquisterà sempre per una 
di queste funiioni un valore minimo, e uno soltanto, se si escludono le discontinuità 
obe possono togliersi colla mutazione del loro valore in punti separati. 

Indichiamo con X una fbnzione qualunque continua o discontinua soltanto in 
punti separati, che nei contomo è =» , e per la quale l'integrale : 



smo'ì 



dT 



esteso a tutta la superficie ha un valore finito, con «» una qualunque delle funzioni 
et -h^f finalmente con Ù Tintegrale 



m-thit-t)']" 



esteso a tutta la superficie. L' insieme delle funzioni X forma un campo continuo e 
chiuso, poiché ciascuna di queste funzioni si converte con continuità in ciascuna delle 
altre, ma non si può avvicinare infinitamente a una funzione discontinua lungo una linea 
senza che L divenga infinito (Art. 17); ora, posto u = a+X, ù prende per ogni 
funzione X un valore finito , che diviene infinito con L , varia con continuità colle 
forme di X, ma non può abbassarsi al di sotto di zero; dunque ha almeno un 
minimo per una forma della funzione u. 

Per dimostrare la seconda parte del nostro teorema, sia u una delle funzioni », 
che fa acquistare ad un valore minimo, h una indeterminata costante in tutta la 
superficie, in guisa che u -H ^ X sodisfi a tutte le condizioni alle quali abbiamo as- 
soggettato la funzione u. Il valore di che, per u «=» u + i^X, diviene 

deve per ogni X (dietro il concetto del minimo) divenire maggiore di M, quando si 
prenda h sufficientemente piccolo. Ma questo esige, che per ogni forma di X, sia 
N =* ; poiché altrimenti 



2M-hU*«U«(i-f-?J-) 



Tom. II. N? 6. iS59. 44 
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2N 
diverrebbe negativo prendendo h di segno opposto a -=- e minore di questa quantità 

astrazion fatta dal segno. U valore di Q per &> = u -h >, nella qual forma eviden- 
temente sono compresi tutti i possibili valori di &>, diviene perciò egaale ad M-f-L, 
e quindi essendo L essenzialmente positivo» Q non può avere per alcun altra forma 
di 0) un valore minore di quello che ha per &> = u. 

Se per un altra u' delle funzioni o), Q, avesse un valore minimo M', si potrebbe 
ripetere Io stesso ragionamento, e aYiemmo ìf^ M , e M ^ M', onde M = M'. Ma se 
poniamo u' sotto la forma u + ^ » p^r M' avremo Tespressione M + L' , indicando 
con L' il valore di L per X = >', e l'equazione M = M' darebbe U= 0. Ora que- 

sto è possibile solamente quando per tutta la superficie siano — = « — = , 

e perciò finché X è continua, questa funzione ha necessariamente un valore eostante, 
e quindi poiché essa nel contomo è eguale a zero e non è discontinua lungo una 
linea, questo valore potrà differire da zero al più in qualche punto separato. Dun- 
que due funzioni a>, che fanno acquistare ad un valore minimo, non possono dif- 
ferire tra loro altro che in punti separati, e se nella funzione u vengono poste da 
parte le discontinuità che possono togliersi mutandole il valore in punti separati, essa 

sarà completamente determinata. 

17. 

Ora bisogna dimostrare, che rimanendo finita L, la funzione X non può avvici- 
narsi infinitamente a una funzione y discontinua lungo una linea, cioè se X è assog- 
gettata alla condizione di coincidere con y al di fuori di una parte di superficie T' 
che racchiude la linea di discontinuità, T' potrà prendersi cosi piccola che L divenga 
maggiore di una quantità qualunque data G. 

Dando il solito significato ad < e a p relativamente alla linea di discontinuità, 
indichiamo con k la curvatura corrispondente a un valore qualunque di s, conside- 
randola positiva, dalla parte convessa delle p positive, e con p^ il valore di p nel 
coiftorno di T' dalla parte positiva, e con p^ quello dalla parte negativa, con 7, e 7, 
i valori corrispondenti di 7. Se consideriamo ora una parte qualunque di questa linea 
a curvatura continua, la parte di T' compresa tra le normali ai punti estremi , se 
non si estende fino ai centri di curvatura, dà per la relativa parte del valore di L: 

M><-*"l(l)'-(0ir^ 

ma il minimo valore delFespressione 



JM'^ 



kp)àp 
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per i valori limiti fissi y, e /^ di X si trova colle regole noie eguale a 

(y. — yal'fc 

log(l — kp^) — log(l — kp,) ' 

e quindi questa parte deirintegrale, comunque sia preso X dentro T' , diviene neces^ 
sanamente maggiore di 



/■ 



logd — kp,) - logd - kp,) 

La funzione y sarebbe continua per p = , se il maggior valore cbe può pren- 
dere (y, — y,)* per 7r4>p, >0 e ira>pa>0, divenisse infinitamente piccolo 
con TT, — TT, ; quindi per ogni valore di s^ potremo prendere una quantità finita m 
in guisa, che per quanto piccolo si prenda tt. — tt, , continuamente siano compresi 
valori di p, e p, tra i limiti espressi da 

(dove i segni di eguaglianza si escludono scambievolmente) , per i quali (y, — y^f 
divenga maggiore di m. Se ammettiamo quindi colle limitazioni stabilite una forma 
qualunque per T' , dando a p. e a /I3 determinati valori Pi e P, ; e indichiamo 
con a il valore dell'integrale 

mkds 



l 



log(l - kV,) - log(l - k?,) 

esteso alla parte che si considera della linea di discontinuità; potremo evidentemente 
fare 

(y. — y«)'^d^ ^^1^ 

log(i — kp^) — log(l — kp,) 

prendendo p, e p, per ogni valore di s in modo che siano sodisfatte le disegua- 
glianze 



/ì 



a a 

C 4 /ji l.l> e* 



Pi< 3j ^' p»>- — -^ ^» (y. -ya)'>wi 

Ma segue da ciò che, comunque si prenda L in T', la parte di L che si riferisce 

al pezzo di T' preso in esame, e in conseguenza anche L stessa sarà maggiore dì 

G, come volevamo dimostrare. 

18. 

Secondo l'articolo 16, per la funzione u ivi considerata , e per una qualunque 
delle funzioni X, abbiamo 
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-/|(S-|)è-(g-mi"=«. 

quando si estenda Tintegrale a latta la saperfiete T. Da questa eqoaskNie dobbiamo 
ora dediurre altre eonsegaense. 

Se separiamo dalla superficie T ona ponione T' cbe raoebioda i posti di discon- 
tinuità di tt, 0, Xy si trova la parte di N relativa all'altra ponione di superficie T", 

per messo dell'articolo 7, ponendo i-j— — "T^F ** loogodi X, e i -= h "S^ì^ 

in luogo di Yy essere eguale a 

Per la condisione relativa al contorno alla quale abbiamo assoggettato la fiinxione X, 
la parte dell'integrale 

che si riferisce alla porsione di contorno di T" comune a T, si annullerà; in guisa 
che potrà riguardarsi come composta dell'integrale : 

esteso a T'', e dalla somma dei due integrali : 



J Kè-^j^ + ls^-^slJH^h^ +J(S~Ì")***'' 



estesi alla sola porsione T'. 

^^ d*a d*a -..-,. 

Ora s^ j^ -h j-r l<Mse differènte da sero in una parte qualunque della super- 
ficie T, N prenderebbe evidentemente un valore differente da sero, tosto che X si 

prendesse, il che può farsi, eguale a sero in T', e in T" tale che X (-r^ -f- --!! | 

d»a d'tt V^^ ^trJ 

avesse per tutto lo stesso segno. ^^ ^ l^ + i;t ^ nullo per tutto , sparisce la 

parte di N relativa a T" per ogni X, e la condisione N =» risulta allora dairan- 
nuUarsi le parti relative alle porsioni di superficie che racchiudono le discontinuità. 

n I # • «du d|3 du d|3 

rer le funsiom JZ "^ IT ^ i — *" J~ abbiamo perciò, indicando con X la prima 
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e con T la seconda, non solamente in generale l'equasione : 



ma anche 



dX dY « 
— -4-—* ^ 0; 
òx éy 



M*'^>— 



quando si estenda l'inlegrale a tutto il contomo di una parte qualunque di T, e 
quindi questa espressione in generale ha un valore determinato. 

Se dunque riduciamo (secondo l'articolo 9, V) la superficie T 9 quando essa è 
moltiplicemente connessa, per mezzo di trasversali in una T* semplicemente connessa, 
l'integrale 



ì:(s-^> 



ha lo stesso valore per ogni linea che sopra T* va da Oo ad 0, e riguardando 0, 
come fisso, forma una funzione di x e dì y; che in T*è per tutto continua e lungo 
una trasversale offre la stessa variazione da ambedue le parti. Questa funzione v ag- 
giunta a |3 ci dà una funzione v ='^ -hv le cui derivate parziali sono 

év dtt év dtt 

daj ~~ éy * éy ex 

Quindi abbiamo il seguente 

Teorema. Se è data in una superficie connessa T, ridotta per mezzo di trasver- 
sali in una semplicemente connessa T*, una funzione complessa a -f- 1^ di « e y, per 
la quale 

esteso a tutta la superficie abbia un valore finito, si potrà sempre, e in un sol modo 
convertire in una funzione di %,, aggiungendole una funzione ii-hn éì x e y as- 
soggettata alle seguenti condizioni : 

i) fA è nel contorno = 0, soltanto differente da zero in punti separati , v è 
dato in un punto qualunque; 

2) le variazioni di /tx in T, quelle di v in T* sono soltanto discontinue in punti 
separati, e soltanto in modo che restino finiti gl'integrali 

estesi a tutta la superficie, e l'ultimo eguale da ambedue le parti lungo le trasversali. 
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La compalibiiilà delle condizioni che delerminano fi -h >fi segue da ciò, che fi , 
per cui riman determinalo v sino a una coslanle da aggiungersi, dà sempre un mi- 
nimo dell' integrale Q , poiché posto u = a 4- jx , evidentemente si ha N = per 
ogni X ; proprietà che secondo Tarlicolo 16 appartiene soltanto a una funzione. 

19. 

I principj che costituiscono il fondamento del teorema alla fine del paragrafo pre- 
cedente , aprono la via a studiare determinate funzioni di una variabile complessa 
(indipendentemente da una espressione delle medesime). 

Per orientarsi sopra questo terreno servirà il percorrere il complesso delle condi- 
zioni che si richiedono per determinare una tal funzione in una data estensione. 

Se prima ci leniamo in un caso particolare, in cui la superGcie distesa sopra A, 
iieiia quale il campo delle funzioni è rappresentato , e semplicemente connessa , la 
funzione ti; = u + vi sarà determinata dalle seguenti condizioni : 

1) £ dato per u in tulli i punti del contorno un valore, che per inOnitamcnte 
piccole variazioni di luogo varia d'infinitamente piccole quantità dello stesso ordine, 
ma che del reslo sono qualunque ; (*) 

2) Il valore di v è dato arbitrariamente in un punto qualunque; 

3) La funzione in tutti i punti dev'essere finita e continua. 
Ma da queste condizioni è completamente determinata. 

Infatti ciò si deduce dal teorema delFarlicolo precedente, determinando, come è 
sempre possibile a + (3é in modo che a sia nel contorno eguale al dato valore, e in 
tutta la superficie, per ogni variazione di luogo infinitamente piccola, la variazione 
di oc -H pt sia infinitamente piccola dello stesso ordine. 

Dunque, in generale, u può esser data nel contorno come una funzione di s in- 
teramente arbitraria, e con essa v rimane per tutto determinata; ma reciprocamente 
può anche prendersi v comunque in ogni punto del contorno, e ne segue allora il 
valore di 11. Il campo che si ha per la scella dei valori di w nel contorno abbraccia 
perciò una varietà di una dimensione sola per ogni punto, e la completa determi- 
nazione degli stessi richiede per ogni punto del contorno un equazione, ma non sarà 
necessario che ciascuna di queste equazioni si riferisca soltanto al valore di un ter- 
mine in un sol punto del contorno. Per questa determinazione potrebbe anche esser 
data per ogni punto del contomo una equazione che mutasse continuamente la sua 
forma colla posizione di questo punto, e contenesse ambedue i termini; oppure, ri- 
guardando il contomo come diviso in n parli , e ad ogni punto di una di queste 



(*) Le variazioni di questo valore non sono veramente soggette ad altra limitazione, faori che a quella 
di non essere discontinue lungo una parte del contomo : abbiamo fatto una più stretta limitaiione per 
maggior semplicità. 
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parti essendo associati in un modo determinato n — 1 panti presi da ciascana delle 
altre parti» potrebbero essere date per questi n ponti n equazioni simultanee, che va- 
riassero colla loro posizione. Ma queste condizioni, il cui insieme forma una continua 
varietà, e che sono espresse da equazioni tra funzioni arbitrarie, affinchè siano am- 
missibili e sufficienti per la determinazione di una funzione per tutto continua nell'in- 
terno di una data estensione, abbisognano ancora di una limitazione o complemento 
mediante particolari equazioni di condizione - equazioni relative alle costanti arbi- 
trarie - perchè sino a questo non si estende evidentemente la precisione del nostro 
teorema. 

Nel caso in cui il campo delle variazioni di z è rappresentato da una superficie 
molteplicemente connessa , queste considerazioni non richiedono alcun cangiamento , 
poiché Tapplicazione del teorema dell'articolo 18, dà una funzione che differisce dalla 
precedente, solo nei cangiamenti che riceve per l'oltrepassare delle trasversali, can- 
giamenti, che possono esser fatti eguali a zero, se le condizioni ai limiti contengono 
un numero di costanti disponibili, eguale al numero delle trasversali. 

Il caso in cui nell'interno vi è una interruzione di continuità lungo una linea si 
riduce al precedente, riguardando questa linea come una trasversale della superficie. 

Se finalmente in un punto separato vi è una interruzione di continuità, e quindi 
secondo l'articolo 12 è ammesso che la funzione divenga infinita in un punto > con- 
servando le supposizioni fatte nel primo caso, per questo punto potrà esser data una 
funzione di z, che sottratta renderà continua la funzione da determinarsi , e perciò 
rimarrà pienamente determinata. Poiché si prenda <x -f- ^t eguale a questa funzione 
data, in un circolo piccolo quanto si vuole descrìtto intorno al punto di discontinuità, 
ma del resto conformandosi a quanto abbiamo stabilito, sarà 



j\\àx éy)'^\dy'^ììx)\ 



dT = 



estendendo l'integrale a questo circolo; ed estendendolo alle altre parti sarà eguale 
a una quantità finita, e si potrà applicare il teorema dell' articolo precedente , cdn 
che si ottiene una funzione che ha la voluta proprietà. Da ciò per il teorema dell' 
articolo 13 seguirà, che in generale, quando in punti separati di discontinuità la fun- 
zione diverrà infinita disordine n, bisognerà aggiungere un numero di 2ft costanti. 

Rappresentata geometricamente (secondo l'articolo 15) una funzione w di una va- 
riabile complessa z, in un dato campo di due dimensioni , dà una imagine S , che 
cuopre un Piano B, simile nelle minime parti, esclusi soltanto punti separati, a una 
superficie T che cuopre il Piano A. Le condizioni trovate necessarie e sufficienti: alla 
detern^nazione della funzione, si riferiscono al suo valore, o net punti del contomo, 
o in quelli di discontinuità; compariscono quindi (articolo 15) tutte come condizioni 
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per le fomtiùm éA cwmw o 4i S, e 4aaao per o^ poaio M 

aose ài tmdìnomt. Se cteeeona defle etcse ù nSemot a «iMlpmoM 

Terre—o rippWifUtc 4e «m aerìe 4i cvre, defle ^«di per o^ poaio del 

torso « «M foma buso geoaetrieo. Se dae pnci roBae utili del 

anogyttaii a d«e eoMWH eqvaiioM di coa di iioa e , Baaem Ira dae parti dei 

■M lai dipendesza, éàtt presa arbitraria b poeiaioae deO*an, wt aegairi b 

deU'alIra. In modo analogo per altre form? deU'eqvaaoni di coa d in o Bc rianlla m 

tigntfieato geometricoy cIm noi ora non TOgliaaw indagate pia oltre. 

20. 

L'ÌDirodozìooe delle quantità compleaie in matematica ha b sua origine» e im- 
mediato feopo nelb teorica delle pia aempiici relanooi tra le yariabili , esprimibili 
per mezzo di operazioni di calcolo (*), cioè se estendiamo queste relazioni , dando 
alle fariabiliy alle quali si riferiscono, valori complessi» si presenta ona permanente 
armonia e regolarità che allrimenli non potrebbe aversi. I casi nei quali questo è 
accaduto, abbracciano finora un picco! campo - si possono quasi tutti ridurre a quelle 
relazioni tra due variabili, nelle quali una o è funzione algebrica (**) dell'altra » o 
Ita per derivata una funzione algebrica dell' altra - ma ad <^i passo che qui si 
è fatto, non solo si è dato ai risultali ottenuti senza l'aiuto delle quantità complesse 
una forma più semplice, e completa, ma si è aperto anche b via a nuove seoperte, 
come mostra la storia' delle ricerche sopra le funzioni algebriche , circolari o espo- 
nenziali, ellittiche e Abeliane. 

Mostriamo brevemente ciò che per le nostre ricerche neUa teorica di tali funzioni 
si è ottenuto. 

I metodi precedenti per lo studio di queste funzioni ponevano sempre come de- 
finizione una espressione della funzione, dalla quale fosse dato il di lei valore per 
ogni valore dell'argomento ; le nostre ricerche dimostrano che , in conseguenza del 
carattere generale di una funzione di una variabile complessa, in una definizione di 
questa specie una parte dei dati , che servono alla determinazione delle funzioni è 
conseguenza dell'altra, e li riducono ai soli necessari. Questo rende essenzialmente più 
semplice lo studio delle medesime. Per esempio, per dimostrare l'eguaglianza di due 
espressioni della stessa funzione, si dovrebbero altrimenti trasformare l'una nell'altra, 
cioè mostrare che ambedue coincidono per ogni valore della variabile; ora basta b 
prova della loro coincidenza in una estensione molto minore. 

(*) Rignaidlamo qui come operasioni demoìtari l'iddisione, la fottraiione » la molliplicaiioiie e la 
difiiìooe , rintafraiioDe e la diÀBrensiasioiie » e ima relaiione la riguardiamo tanto pia — t|8^ , 
quanto minor nomoro di openudoni demoìtari conticae. In fotti tutte le fmisioni btrodotte fin qui 
aell'Analitl il poaiono definire mediante un numero finito di queite operasioni. 

(**) Cioè quelle rdailoBi neUe quali tra le due Tariabili eiifle un equaiiono algebrica. 
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Una teorica dì queste funzioni fondata sopra a questi principj stabilirebbe la for- 
mazione della funziona (cioè il suo valore per ogni valore dell'argomento) indipen- 
dentemente da una determinazione della stessa mediante operazioni di calcolo , ag- 
giungendo al general concetto di una funzione di una variabile complessa soltanto i 
dati necessari alla determinazione della funzione » e allora passerebbe alle differenti 
espressioni che possono darsi alla funzione. Il carattere comune a un genere di fun- 
zioni, che si esprimono in modo simile per operazioni di calcolo, si rappresenta al- 
lora sotto la forma di condizioni relative ai limiti» e alle discontinuità. Per esempio» 
se il campo delle variazioni di z è disteso sopra tutto il piano infinito A semplice- 
mente, molteplicemente, e nello stesso la funzione ha soltanto discontinuità in punti 
separati, e soltanto acquista infiniti di ordine finito ( dove per un infinito % si ri- 
guarda come infinito di primo ordine questa quantità stessa, e per ogni finito va- 

\ 

lore z' della stessa la quantità , ) la funzione è necessariamente algebrica, e re- 

z— z 

ciprocamente ogni funzione algebrica sodisfa a queste condizioni. 

Tralasceremo per ora lo sviluppo di questa teorica, il quale, come abbiamo os- 
servato è diretto a porre in luce le semplici relazioni espresse da operazioni di cal- 
colo, perché escludiamo presentemente lo studio dell'espressione di una funzione. 

Per la stessa ragione non ci occupiamo qui di mostrare l'uso del nostro teorema 
come fondamento di una teorica generale di queste relazioni , al che si richiede di 
provare che il concetto di una funzione di una variabile complessa , su cui qui ci 
siamo fondati , coincide pienamente con una relazione esprimibile per operazioni di 
calcolo (•). 

21. 

Per rischiarare però il nostro teorema generale gioverà un esempio della sua ap- 
plicazione. 

L'applicazione dello stesso indicata nel precedente articolo, sebbene tenuta di mira 
nella dimostrazióne è però soltanto un applicazione particolare. Poiché se la relazione 
è data da un numero finito delle operazioni di calcolo ivi considerate come opera- 
zioni elementari , la funzione contiene soltanto un numero finito di parametri , la 
qual cosa per la forma di un sistema di condizioni ai limiti, e nelle discontinuità 
fra loro indipendenti , porla la conseguenza che tra loro non si possono presentare 
condizioni che si possano dare arbitrariamente in ogni punto di una linea. Per il no- 

(*) Con ciò intenderemo ogni relazione esprimibile mediante un nomerò finito o infinito delle quat- 
tro più semplici operationi di calcolo, addinone, sottrarione, moltiplicaiione e divisione. Distingoiamo 
operasioni di calcolo da operationi numeriche , in quanto che in quelle non si ha riguardo alle com- 
mensurabilità delle quantità sulle quali il calcolo de?e effettuarsi. 

Tom. II. N! 6. 1SS9. *5 
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stro attuale scopo sembra perciò più conveniente, di scegliere an altro esempio nel 
(fnale la funzione della variabile complessa dipenda da una funzione arbitraria. 

Per facilitare Fintelligenza ci varremo della rappresentazione geometrica osala alla 
(ino deirarticolo 18. Si presenta allora come uno studio deHa possibilità, di fare una 
rappresentazione di una data superficie, che sia connessa, e simile all'obiettiva nelle 
minime parti, e di forma data, dove perciò, nel linguaggio osato di sopra, per ogni 
punto del contomo della imagine é dato un luogo geometrico, e per tutti i medesimi 
sono dati (art. 5) il senso del contomo e i punti di giramento Ci limiteremo alla ri* 
soluzione di questo problema nel caso, in cui a ogni ponto di una superficie corri- 
sponde soltanto un punto dell'altra, e le superficie sono semplicemente connesse, nel 
qual caso la risoluzione è contenuta nel seguente teorema : 

Due date superficie piane semplicemente connesse possono sempre riferirsi ona 
alPallra in modo che a ogni punto dell'una corrisponda un punto dell* altra che si 
muove con quello con continuità, e che hanno simili le loro parti minime corrispon- 
denti ; e può a un punto interno e a un punto del contomo esser dato comunque 
il corrispondente; ma questo è sufficiente perchè la relazione sia determinata per tutti 
i punti. 

Se due superfìcie T e R sono riferite a una terza S, in modo che si trovi si- 
militudine tra le loro parti minime corrispondenti, ne risulta una relazione tra T e R, 
per la quale la stessa similitudine ha luogo. Il problema di riferire due superficie 
qualunque una all'altra in modo che tra le minime parti corrispondenti si trovi si- 
militudine è ridotto perciò a riportare una superficie qualunque sopra un altra data 
simile nelle minime parti. Quindi se nel piano B nel punto in cui ter = descri- 
viamo un circolo K col raggio 1, per provare il nostro teorema, è necessario sol- 
tanto di dimostrare il seguente: 

Una superficie qualunque T semplicemente connessa che cuopre A poò sempre 
esser riportala sopra a un circolo K continuamente connesso, e simile nelle minime 
parti, e soltanto in un modo, in guisa che al centro corrisponda un punto qualunque 
dato interno Oq » e a un punto qualunque della superficie un punto qualunque C 
del contorno della superficie T. 

Per indicare a quale dei due punti Oo ed 0', appartengono il valore di z e il 
punto Q, diamo a queste lettere i medesimi indici, e descriviamo in T intorno a Oo 
come centro un circolo qualunque 9', che non si estenda sino al contorno , e non 
contenga punti di giramento. Se prendiamo le coordinate polari, ponendo z — z^^zt^^ 
avremo 

log(2 — «o) = log r -f- (j)i. 

La parte reale varia perciò con continuità in tutto il circolo, fuor che nel punto 
Co ) dove diviene infinita. Ma la parte imaginaria, se si. scelgono per lutto tra i va- 
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lori possibili dì 9 i minimi positivi, lungo il raggio dove % — z^ è reale, prenderà 
da una parie il valore zero, dalFallra il valore Stt, ma in tulle le altre parli va- 
rierà con continuità. Evidentemente si può prendere invece di questo raggio un altra 
linea qualunque / condotta dal centro alla periferia , in guisa che ]og(z — zj coli* 
oltrepassare del punto dalla parte negativa (cioè dove secondo Tari. 8 p è nega- 
tivo) alla positiva di questa linea riceva una diminuzione improvvisa di 27rt, ma del 
resto vari colla posizione di quello con continuità in tutto il circolo. Ora se noi pren- 
diamo la funzione complessa di x e di y, ot-h^h eguale a log(z — 2^) nel circolo 9, 
e fuori dello stesso , prolungando / comunque fino al contorno, in modo che 

1) nella periferia di sia = log(a — zj, nel contorno di T soltanto imaginaria, 

2) nel passare dalla parte negativa alla positiva di / vari di — ^m , ma per 
ogni infinitamente piccolo spostamento, vari di un infinitamente piccolo dello 
stesso ordine, 

ciò che è sempre possibile; l'integrale 



jm-th{%-t)'\" 



esteso al circolo 9 sarà nullo, esteso a tutte le altre parti avrà un valore finito , 
quindi a -+• ^i, aggiungendole una funzione di x e y continua e determinata in lutto 
fuor che in una costante imaginaria, la quale funzione è soltanto imaginaria nel con- 
torno, può esser convertita in una funzione di z, t = m -h ni. La parte reale m 
di questa funzione sarà nulla nel contorno, eguale a — 00 nel punto 0^ , e varierà 
con continuità in ogni altra parte di T. Per ogni valore di m compreso Ira e 
— 00 , T rimane perciò divisa da una linea in cui m=aj in parti nelle quali m^^a 
e che contengono 0„ nell'interno, e in parti dove m'^ a, e il contorno delle quali 
è formato in parte dal contorno di T, in parte dalla linea dove m=^ a. L* ordine 
della connessione della superficie da questa divisione non e mutato, è abbassato, 
perciò la superficie si spezza, poiché questo ordine è = — 1, in due pezzi dell' 
ordine di connessione e — 1 , in più di due pezzi. Ma questo ultimo caso è 
impossibile, perchè allora almeno in uno di questi pezzi m dovrebbe essere per tutto 
finita e continua e costante in tutte le parti del contorno, quindi dovrebbe avere 
in una parte di superficie, un valore costante, dovunque in un punto lungo una 
linea - un valore massimo minimo contro ciò che è stabilito nell'articolo 11. IIL 
I punti, nei quali m è costante formano dunque linee chiuse per tutto semplici, le 
quali racchiudono il punto Oo ed m verso .rinterno necessariamente decresce , onde 
segue, che, per un giro positivo (dove secondo l'articolo 8, s cresce) n , in quanto 
è continua, continuamente cresce e quindi soltanto nell' oltrepassare dalla parte ne- 
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gativa alla poaitìva della linea / riceve un improvvisa varianone di — 2ir (*), di- 
viene eguale a <^i valore compreso in e 2n ona sola volta se astragghiamo da 
un multiplo di 2ir. Se ora poniamo e^ = w , e^ ed n divengono coordinale polari 
del punto Q rapporto al centro del circolo K. L'insieme dei punti Q forma allora 
«evidentemente una superficie S distesa per tutto semplicemente sopra K; il ponto Q, 
della stessa cade nel centro del circolo ; il punto Q^ poi può per messo della co- 
stante da aggiungersi ad n esser portata sopra un punto qualunque dato della ci^ 
conferenza, come volevamo dimostrare. 

Nel caso, in cui 0, è un punto di giramento di (n — !)•«"• ordine, si arriva 

1 

allo scopo, sostituendo - Iog(s — 2) a log(s — 2^), in un modo simile, e che si può 

facilmente completare colle considerazioni dell'articolo 14. 

22. 

Ometteremo qui il completo sviluppo delle ricerche del precedente articolo nel 
caso più generale, in cui a un nunto di una superficie debbono corrispondere più 
punti dell'allra, e non è supposta per le medesime una semplice connessione, poiché 
prese da un punto di vista geometrico, tutte le nostre ricerche avrebbero potuto con- 
dursi in una forma più generale. Cioè la limitazione , a superficie piane semplici , 
esclusi punti separati, non è essenziale per le stesse; e il problema di riportare una 
data superficie qualunque sopra un altra qualunque data, in guba che Timagine ri- 
sulti simile all'obiettiva nelle minime parti , può trattarsi in modo del tutto simile. 
Ci contentiamo qui di riferirci alle due memorie di Gauss citate all'artìcolo 3 e alle 
disquis. gen, circa sup. art. 13. 

(*) Poiché la linea i Ta da un ponto interno al pesto di soperflcie die li considera , a im ponto 
esterno alla medesima, se essa ne incontra pìh volte il contomo, der* andare ona volta di più daU* in- 
terno all'esterno che dall'esterno all'interno, e la somma delle variaiioni imprwrise di 11 in im giro sarà 
perciò sempre s — tir. 
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ADDIZIONE ALLA NOTA 

SOPRA ALCUNE PROPRIETÀ* DELU PROPAGAZIONE DBLU CORRENTE 
ELETTRICA NEI PIÙ TELEGRAFICI, DEDOTTEDALLA TEORU DI OBM. 

DI FILIPPO KELLER. 



I. 

In una precedente Nota (*) ho dato le formole» le quali esprìmono rintensità varia- 
bile della corrente elettrica per ciascun punto di un filo telegrafico; credo che forse 
non sarà sema interesse di conoscere qualche valore numerico relativamente a questa 
materia. 

Primieramente ho calcokto una tavola per i valori di - secondo la formola (6); 

questo quoziente rappresenta il rapporto fra la corrente variabile col tempo, e la 

corrente stazionaria per il caso della chiusura del circuito. Si é presa l'espressione 

ir" k 

^ ~ = 1, con questa supposizione però la formola non diviene meno generale come 

k 
prima, perchè essendo conosciuto il valore numerico di -, si può sempre trovare Fu- 

e 

nità del tempo o della lunghezza in tal maniera, che questa condizione sia soddisfatta. 
Il quadro seguente poi non ha bisogno di altra spiegazione. 

TAVOLA I. 



0. 1 
0. 5 
i 
2 

3 . 

4 

5 

8 

7 

8 

9 

10 



5. 60500 
S. 606S8 
I. 77S6S 
1. 17132 
1.09900 
1. 03008 
1. 01340 
1. 00490 
1. 00182 
1. 00008 
1. 00024 
1. 00008 



1 



SI 



Valore di ^ per il punto x — 



5. 00068 
2. 60624 
1. 77250 
1. 27130 
1. 09957 
1. 03062 
1. 01340 
1. 00496 
1. 00182 
1.00008 
1. 00024 
1. 00008 



*/ 



1. 19900 
1. 84138 
1. 52008 
1. 10139 
1. 07040 
1. 02590 
1. 00952 
1. 00350 
1. 00128 
1. 00048 
1. 00018 
1. 00000 



i' 



0. 30130 

1. 44804 
1. 34934 
1. 13502 
1. 04978 
1. 01832 
1. 00074 
1. 00248 
1. 00090 
1. 00032 
1. 00012 
1. 00005 



ÀìiL 



0. 01342 
0. 75010 

0. 97024 
1.00400 

1. 00174 
1. 00064 
1.00020 
1.00009 
1. 00003 
1.00000 
1. 00000 
1.00000 



w 



0. 01174 
0. 73000 
0. 00338 

0. 09932 

1. 00000 
1. 00000 
1.00000 
1. 00000 
1.00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 



V 



0.00009 
0.28003 
0. 01405 
0.' 86434 
0. 05021 
0. 98169 
9. 99326 
0. 09752 
0. 09909 
0. 99966 
0. 09988 
0. 99990 



il 



0.00001 
0. 15728 
0. 47092 
0. 80862 
0.92960 
0. 07410 
0. 99048 
0. 09650 
0. 09872 
0. 00852 
0. 00082 
0. 00092 



/ 



00000 
0.03008 
0. 3000CN 
0. 72000 
0. 90042 
0. 06338 
0.98852 
0. 005041 
0. 09818 
0. 00034 
0. 00070 
0. 99992 



(*) V. Ann. di Mat. N! 5, 1859, pag. 305. 
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L'aspetto di questa tavola , o anche la formala generale mostra le particolarità 
seguenti. 

Per i s^ op tatti i valori di - hanno per limite Tonità, come già sappiamo; ma 

la legge di questa variazione è molto diversa nelle due diverse metà del Olo. Alla 

seconda metà CB (essendo C il punto ^ =° q)' ~ cresce continuamente e non diviene 

mai maggiore che l'unità; mentre nella prima metà AC questo valore arriva a un certo 
massimo che è maggiore dell'unità, e avendo passato questo massimo si diminuisce, e 
arriva per t = oe al limite «= 1. Questo massimo ha luogo prtma per punti i quali 
hanno un x minore. Immaginiamo un punto mobile il quale rappresenti l'andamento 
di questo massimo, questo punto parte al tempo t = dal capo A, e entra per un 
r= 00 al punto C del filo, e mentre il punto fa questo movimento il valore asso- 
luto del massimo si diminuisce da oo continuamente fino alla unità. Per un t gran- 

w* k 
dissimo, o per dire meglio, per nn -g- - 1 grandissimo la formola si riduce a 



= |)(l 4- 2co8 j-aj.e"*) 



e questa fa vedere, che al punto C lo stato stazionario si stabilisce più presto, che 
a ognun altro punto, perchè si annulla il secondo membro della parentesi. Per due 
punti in egual distanza dal punto C la differenza s — /) ha anche lo stesso valore 
assoluto, ma positivo alla prima metà e negativo alla seconda ; e questa differenza è 
più grande per punti più vicini ai capi, che per quelli verso la metà. 

Essendo più importante di conoscere il valore di - per i due capi, che per i punti 

intermedii si é ancora costruita la tavola seguente : 
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t 


Valore di J 


perii capo 




t 
2. 1 


Valore di ^ 


per il capo 


A 


B 


A 


B 


0. i 


5. 6050 


0. 0000 


1. 2453 


0. 7555 


0. 2 


3. 9633 


0. 0000 




2. 2 


1. 2219 


0. 7787 


0.3 


3. 2360 


0. OOIS 




2. 3 


1. 2007 


0. 7997 


0.4 


2. 8025 


0' 0117 




2. 4 


1. 1816 


0. 8187 


0. 5 


2. 5066 


0. 0360 




2.5 


1. 1643 


0. 8359 


0. 6 


2.2882 


0. 0749 




2. 6 


1. 1486 


0. 8515 


0. 7 


2. 1185 


0. 1248 




2. 7 


1. 1344 


0. 8656 


0. 8 


1. 9817 


0. 1837 




2. 8 


1. 1216 


0. 8784 


0. 


1. 8684 


0.2409 




2.9 


1. 1101 


0. 8900 


i. 


1. 7726 


0. 3006 




3.0 


1. 0996 


0. 9004 


1. 1 


1. 6904 


0. 3587 




3. 1 


1.0901 


0. 9099 


1. 2 


1. 6189 


0. 4140 




3. 2 


1. 0815 


0. 9185 


1. 3 


1. 5561 

• 


0. 4659 




3. 3 


1. 0738 


0. 9262 


i. 4 


i. 5006 


0. 5142 




3. 4 


1. 0667 


0.9332 


i. 5 


1. 4512 


0. 5587 




3. 5 


1. 0604 


0. 9396 


1.6 


1. 4071 


0. 5995 




3. 6 


1. 0546 


0. 9454 


1. 7 


1. 3676 


0. 6369 




3. 7 


1. 0494 


0. 9506 


i. 8 


1. 3321 


0. 6709 




3. 8 


1. 0447 


0. 9553 


i. 9 


1. 3001 


0. 7019 




3.9 


1. 0405 


0. 9595 


2.0 


1. 2713 


0. 7300 




4. 


1. 0366 


0. 9634 



Per causa della piccolezza di t era di gran vantaggio per il calcolo di questa ta- 
vola la forinola 



•"•"=\/r[v|!)-V=ì)] 



la quale si ottiene dalla combinazione delle due formole (ved. pag. 314) 



\t» n 



Finalmente si è costruita ancora la tavola seguente^ rappresentando il valóre di - per 
Vapertura del circuito secondo la formola (9). 
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TAVOLA III. 



t 

i 


Valore di '- 


• per X = 


\l 


/ 


0. 88380 


0.99004 




0. 73147 


0. 94734 




0. 54940 


0. 76758 




0. 41505 


0. ootoo 




0. 33115 


0.40834 




0.15705 


0. 30480 




0.10080 


0. 18410 




0. 15046 


0. mio R 




0. 11184 


0. 17131 


10 


0. 00480 


0. 13410 


0. 07391 


0. 10451 



s 



Nel $. 6 fa accennato esistere un certo -, il quale rende eguale i tempi impie- 
gati dal segno telegrafico corrispondente alle apertura per le due metà del filo. Per 
trovare questo valore si ha da risolvere l'equazione 



e --e 






42 a. 



72L' "^3^ -5^ -7^ ••] 



e si trova 



% =^1,27598 
e sostituendo questo z in una delle due parti deirequazione si avrà 

- = 0.6713586. 
P 

Ogni volta dunque, che il valore di - è minore di 0.6713586 , il segno impiega 
per la seconda metà meno tempo, che per la prima. 

IL 

Quando una corrente stazionaria di intensità p è stabilita in un filo conduttore 
gli autori tedeschi intendono sotto il termine effetto magnetico (magnelischer Effect) 
di una porzione di questo filo di lunghezza L il valore del prodotto pL. Riteniamo 
questa notazione anche per una corrente non stazionaria s : per avere Tefietto magne- 
tico della porzione ( x, x ) del filo si avrà da trasformare quel prodotto in | <dj^ . 
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Denotiamo ora oome prima per u la tensioney e per P T effetto magnetico » la 

corrente ha per espressione — uft — , e per conseguenza si avrà 



-" *I'S- 



d« n=r — 6jc{U, — U, ) 



adunque l'efFetto magnetico è in ogni istante proporzionale alla differenza delle ten- 
sioni alle due estremità. 

Prendiamo adesso a considerare i quattro casi seguenti come applicazione di que- 
st'ultima formola. 

i) Siano le circostanze quelle del $ 2. , considerando il valore di P per tutta 
Festensione del filo» (come faremo anche nei tre casi seguenti), si abbiano le tensioni 
costanti ai due capi a e 0» e per conseguenza sarà 

P= — «fci 

di qui si vede, che l'effetto magnetico è indipendente dal tempo. 
2) Per il filo del S 3 si avrà per il capo A la tensione 

e per il capo B la tensione dunque 
Essendo t = si trasformerà questo valore in 



^--^^lyérw] 



ma è noto che il valore della serie equivale a {ic*, e quindi 

P= — (ufta. 

Quest'ultima equazione si può trovare anche facilmente, essendo per il tempo t=^0 

gjkgtif 
ancora la corrente costante é ss — ., questa quantità moltiplicata colla lunghezza / dà 

il valore di P come sopra. 

3) S'immagini che il filo sia con i due capi in comunicazione colla terra, e sia 
per il tempo caricato con elettricità in qualunque maniera. 

Qui i due capi hanno le tensioni per ogni I, dunque essendo pure la diffe* 

Tom ILNT6.18S9. 46 
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renza di eaat 0» per eodtegiieiiia il yalore di 

P = 0. 

Nel caso, che la distrìbozioDe fosse simmetrica iotomo alla metà, la giustezza di 
questa equazione si vede immediatamente, ma è notabilcy che essa vale pure per una 
distrìbuzione non simmetrica. 

4) S'immagini di nuovo questo filo» ma in tal manieray che i due capi siano uniti, 
e senza essere in contatto colla terra. È noto, die il movimento del calorico in un 
filo segue la stessa legge dell'elettricità, e la formola che ha dato Fourier nella sua 
celebre opera : La thearie de la chalewr trova anche qui la sua applicazione per 
l'elettricità. 

Si può argomentare che qui, come nel caso precedente, per ù^ t U valore di 
P sia nullo. 



APPENmCE. 

Dopo finita la Nota precedente mi venne Mt' occhio 1- interessante Memoria dei 
Sigg. Guillemin e Bumouf : Recherches sur la transmisswn de l'electricUé dans les 
fUs telegraphiqueSf presentata all'Accademia di Parigi {Camptes Rendus del 23 Gen. 
1860, pag. 183.) 

Questa Memoria traila di certi esperimentii eseguiti per determinare le .variazioni 
d'intensità della corrente elettrica ai due capi di un filo telegrafico secondo i diversi 
lempi, che duravano le comunicazioni del filo colla pila; essa è interessante perché 

h 

contiene una serie di esperimenti dai quali si può trarre il valore di - . Il con- 
duttore aveva una lunghezza di 520 chilometri, probabilmente era di ferro, e quindi 

k 

per questo metallo si avrà da intendere il valore di -, quale troviamo qui appresso. 

e 

Riteniamo la nostra notazione, abbiamo i valori corrispondenti di te s {Compt 
Rend, pag. 184) 

t = 0, 0019 0, 0030 0. 0055 0, 0070 0, 0090 
$= 0*, 50 3% 50 10*, 00 16^50 17% 00 

!=> 0,0120 0,0150 0,0170 0,0190 0,0220 
s = 18^00 18% 50 18% 50 18% 75 19^,00 

dove t è dato in secondi, a rappresela i gradi di un galvanometro, e il numero di 
questi gradina proporzionale iJla mteosità come è aecennatOn 
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La corrente stazionaria segnava 19^, 50 =p, e i valori di- saranno 

0,025 0,179 0,512 0,846 0,871 0,923 0,948 0,948 0,961 0,974. 

s 1? k 

Secondo la Tavola IL )c[uesti ~ corrispondono ai valori seguenti di ^ - r 

0,45 0,79 1,40 2,55 2,74 3,25 3,65 3,65 3,95 4,50. 
Ora per il primo risultato si caverà l'equazione 



^-.0,0019=0.45 



e quindi 



- = 24,0 
e 



prendendo la lunghezza di 520 chilometri per l'unità. 

]^ 

Egualmente gli altri nove dati somministrano per — i valori 

e 

26,5 25,7 36,7 30,8 27,7 24,2 21,4 21,2 20,7. 

Il medio di tutti sarà 25,9. Il significato di questo numero è, secondo le defi- 
nizioni di sopra , il seguente : 

Supponiamo, che il filo sia isolato al capo B, e caricato uniformemente di elet- 
tricità della tensione della pila; e chiamiamo la quantità che esso contiene una ca- 
rica. Se venga posto il capo B in comunicazione colla terra la corrente stazionaria 
stabilita daUa stessa pUa farà passare in ogni sezione del filo 25,9 cariche per se- 
condo. Essendo 1' unità della lunghezza il chilometro questa quantità è da moltipli- 
care per 520*, cioè pel quadrato della lunghezza, e si ottengono 

- = 7003000 . 
e 

Trovato adesso - possiamo calcolare di nuovo la serie degli esperimenti per la in- 

e 

tensità in diversi tempi. I tempi riportati all'unità della Tavola II (cioè i tempi mol- 
tiplicati con 25,97r') sono 

0,48 0,76 1,41 1,79 2,30 3,07 3,84 4,35 4,86 5,63 

e le intensità corrispondenti secondo la Tavola IL 

0,03 0,17 0,51 0,67 0,78 0,91 0,95 0,97 0,98 0,99. 
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Wn OTcali valori, e i Talari ptiiiii ■ iioimm k 



0.00 —0^ 0,00 -0.17 —0,09 —0,01 0,00 +0,01 +«,0S +0,01 

Tane le rieerehe pncederti «mo fMle adla wp yori ii a f , che riaafawHo éa ffe 
perielio, e mam è iapoaabfle che le 



Rea Toleadtt iraacmc n«|nfiiinir MTi 
(pag- 315) 



(17) ,= aiP_p__^ 






e per priM «Ma ri ambbe 4a <il«wriaiw fl nloee fi ^QwMo vahitefipeaden 
dala periferia M Oa, 4aBo alalo fi — iliiì deU'alBMrien. e 
4ala fann Mh wrioM fiJ filo. Em m» è fiffieOe ém 

M filo. Chi^Hwo r a ^Moeaie A ^MaU 4k loililì ri ha aeco^o la for- 

(IT) 

« ,,_. , 1 , i + ^r=7 



ofv per b ndiee «^ à pforfa ^«db p io n ii i l i ad 

^ mam abbm» pia wkmmm mnf^ium adb fonMb, ■• 3 ctleolo 



ti 



1 - i . '^'.. I àmce fi *■ ■•" *^^ 






(. + iyv+flPf 

e h UTob n. àaià aacon alile per fl caleab aiawrieoL 

SlMcaden. che la lene ttorato (pag. 31») che i lcii|i Mpnnli età 

psò STCR pia hMi§o eOB cattcBi ib cmo che ^ mb sb i^B*> ^ fone 
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NOTE SUR L'ÉQUATION DES DIFFERENCES POUR UNE ÉQUATION 

DONNÉE DE DEGRÈ QUELCONQUE. 

PAR M'. A. CAYLEY. 



H s'agit de trouver l'équation qui a pour racìnes les carrés des différences des 
racines d*une équation donnée (*) 

(•)(», 1)"= 0. 

En représentanl celle équalion par ^ = 0, soienl x, y deux racines différentes quel- 
conques, on a non aeulemenl ^ sa , <fy '= 0; mais aussi 

el en écrivanl dans ces équalions 

x-^y = 2$ , (re — y)*= AO 

(ou ce qui esl la méme chose x = s -t ^Oj y =^9 — ^9) en oblienl deux équa- 
lions ralionelles en 3, el d, el en eliminanl 5, ob oblienl Téqualion qui donne 

Il convieni de changer un peu la forme des équalions , en effel la première équa- 
lion esl du degré n, la seconde du degré n — 1 pour rapporl k s ; mais en écri- 
vanl les deux équalions sous la forme 

n(9X-^ q)t/) — («-+-!/) "^LZLSS, =0, TfZJSf = 
\r- T»/ \ iff X "-' y ic — y 

rune, el l'aulre équalion sera du degré n — 1 par rapporl à s. La forme sous la- 
quelle j'ai présenlé la melhode de Bezoul s'appliqué au problème. En représenlanl 
les deux équalions par F^ = 0, , G^ = j*ecris pour le momenl 

y(« -4- v^5) = A , (f{s — ^9) = B. 
On a aussi 

el en écrivanl 

<f{s' -h \/9) = A' , 9(«'— \/e) = B'. 



(*) Con questa notaiione l'Autore intende un polinomio del grado n con i coefficienti binomitlì. 

B, T. 
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rA-» 



V» 


"• » 


<atf 


r». 


^- 


F«G« 



A — 



f — f 






v,^9 <ni f«swi»iiiK 



2»AF— AlK. lA— F./A' — BT) 



Dtmk ai nttUifSMi les rakan ée A R, A', ff m a b 

9 



+ 



b^pielk len ée la feme 



) (s, i)r-(»', 1»' 



^f,o ^«1 



«é lei eoeffieietiU a ioot des fonetioos ntiooelks de 0, ei eo ^ahni à lero le de- 
lermifiafit forme aree cet eoeffideou od a l'équatioo qa!! s'apanil de trooyer. 
Qnniqfi^ tette totation soit aaalytiqaeiiieiit la plus sùnple , j*ai une aatre metliode 
noavelle plot adaptée aa caleal laqnelle j'appliqaé a troorer l'équatioo des diiCéreo- 
eei p<mr réquatum qnintiqiie 

(a, ft, e, d, e, /)(r, i)*= 0. 



Loodies 4^^ Fev. 1860. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



SERIE ORDINATE PER FATTORIALI INVERSI. 

(SCHLOEMILCH, ZEITSGHRIFT FÌ)R MATHEMATIK UND PHYSIK, 1859, 6 Hcft.) 



1. Eulero diede nel suo Calcolo integrale (*) la formola 



s: 



m+H—fi 



«'"-' (1 — aT) " (A 4- Ba^* -h Ca»"4- Dn'"-h ,..)dx 



(p(z 



Fa n w» ^m(m4-n) .. m(m+n (m4-2n) 1 f ^, ,. ^l±ii=t 

= A-4-B— 4-C ; ^ 4-D-7^ — . ^ ; -4— aj*^' 1-a^* " da:, 
L H- f(/^+w) f(/^ H- n)(/^ H- 2n) Jjo 

da cui, come osservò il Binet (**), si deduce la somma di molle serie ipergeome- 
triche : se ne deducono pure le serie considerale dal Sig. Scliloemilch che procedono 
per termini proporzionali ai valori reciproci de'falloriali z(z -f- l)(z -+- 2).,. (2-1-m), 
e servono ad esprimere funzioni (p(z) determinate da equazioni della forma 

?W = f ' (\i - t)'-'f[t, v)it iv , 

dove z è positivo e f[t) , Jlt, v) rappresentano funzioni che si possono svolgere in 
serie ordinate per le potenze intere e positive di t. Cosi rispetto alla prima espres- 
sione di (p(z) basterà prendere nella formola d'Eulero 

m=l, n = l, ^ = 2-hl, A-f-Baj-h C«*-|- Da;' -f. . . . = J\x), 

Ma il Sig. Schloemilch entra in particolari interessanti relativamente alla forma e ai 
limiti del resto termine completivo delle accennate serie : ad una formola di questa 
specie giungeremo prontamente ponendo 

(•) Voi. I. Sez. I, pag. 247 (Pelropoli, 1768). 
(**) Jouroal de Técole Polytecbnique, 27. Cahier. 
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f_ (1— <^/-'(») 

J/S -)- t) — (« -K • — 1) *« ' 






2. Pte^pnu ipffiiuiMf iiS«. «ìrtlTalil uvra H 



z-^M 9 ^x -f- 1) a(« -*- IX»-*- «) 






Di ei^f ■fliiipiicaadlo per l^^ é'^étf e utegnado, dedaee ■■» apfCHìoae deOa 
nei 4«e cifi £««sl9e«» — ^^ — 1 zx^pith mmo namerì positiTL Fatto 






-r^ 



n Afloali di ieicM9 aat. e iiichc I8S4» pig. iU. 
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si avrà 

/ \ Wo j^ Vi , Va , 

ft^. R. 



x{x -H 1) ... (« -+- n — 1) x{x -h 1) ... (x + n — 1) 

Ora nel caso di a = tf ogni differenza m — a è namericamente minore di m^ha $ 
e però (m — a)* è minore namericamente di m'-^ a% ossia m'— ^^ onde 

/ (i — «)(2 — «) ... (n — 1 — «)Y 
V 1.2...(fi— 1) / 

è minore numericamente del prodotto 

,._,,(._0(._0...(._^) 

sen Trf 
il quale crescendo n indefinitamente ha per limite — — -, quantità non superiore ad 

1 : dunque il termine completivo 

R. 



x(x -4- 1) . . . (« -4- Il — 1) 
avrà zero per limite, poiché il limite dell'espressione 

, ^•^•••O'-i) f-L. ^. ^' d, 

x(a! -4- 1) ... (x 4- » — 1) Jo « 4- ^ 

manifestamente è zero quando si suppone x positivo. Nel caso di a «= — t^ — 1 , 
il modulo dell'espressione immaginaria 

(1 >- «)(2 >-«) ...(»•>- 1 —«) 
1.2...(fi — 1) 
sarà 

che cresce con n e per n infinito eguaglia 



n/tt^ -'• *'"'\A 



— e"-*"' 



2ir^ ' 

quindi chiamato l'argomento della medesima espressione, il limite del termine 
Tom. II. N! «. 1859. *'y 
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K 

x{x -hi) ^. (x -h n — 1) 
non eccederà quello di 



N- 



'■^-'"- ') r. /' - '^■" -^ ^ r<- fd, 



x{x + 1) ... (« -f- n — • 1) Jo V 27ri X — ti 

dove i = V — 1 • ma quest'ultimo integrale ha senza dubbio un valore finito se si 



prende k'^^n , restando sempre x positivo, e però Faccennalo limite è allora zero. 
Adunque avremo per (^(x) in ambedue i casi una serie convergente. 
Negli stessi due casi abbiamo 



+ « Jo 

se supponiamo z == x nel primo caso, e z = xi nel secondo, e ne risulta 



e-"<'*'>"du, 

X -f- 



?(«) 



= - ( (e-*" e-^*-^"^' tf""* df du = - r(i^) j e-'^ik -h w)"^'* dtt : 

'^Jo Jo ^ Jo 



poscia fatto k 4- m = - , otterremo nel primo caso 

X 

o(x) = Vili.) xf^'^' 1 — e^ dv , 
e nel secondo 

^(x) = r(p.) ix^^ e*'' J* i-6-" dt; . 
Pertanto avremo grintegrali 

{— e-' dv , 1 4- «"*' <Jv 

svolti in serie convergenti di fattoriali reciproci. Prendendo fA=l, fx = ^ si avranno 
formole per calcolare valori approssimati àe*logaritmi integrali , de* seni e coseni inte- 
grali, del trascendente Krampiano j e"^* et ; si avrà pure una formola utile pel cal- 
colo deirintegrale trattato da Legendre (*) 



(*) Traile des fonctioDS elliptiicpies, Tom. II, chap. XVn. 
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poiché facendo 

si trova 

r(«, x) = I v«-' e-*' dv , 



e questo integrale è compreso nei precedenti se Tesponente « — le negativo al qual 
caso si riducono tutti gli altri. 

3. La formola (2) è compresa in un'altra più generale data da Nicole {*), che 
si deduce dall'identità 



1 1 b-hx 



a — b a — X (a— •a;)(a — 6) 
ponendo successivamente 

moltiplicando le trasformate ordinatamente per 

. b b{b-hc) b{h-hc)(b-^d) 

1 , — 1 — ; : » — ; r: -jr » • * • » 

a a{a -h e) a(a -|- c){a 4- a) 
e sommando i prodotti, fatte le riduzioni si trova 

1 1 b b(b -hc) 

a — ò a a(a -f- e) a( -H c)(a ■+• d) 

b(b + c)(b -f- rf) . . . (6 + p) ^(^ Hh c)(fe 4- rf) ... (^ + j?)(6 -I- q) 

a(a 4- c)(o -f- rf) . . . (à -f- p)(a -h g) a(a 4- e) . . . (a + p)(a4- g)ta — b) 

Questa formola si cambia nella (2) se si fa 

a =^ X y b = — a, c = l, d=2, e = 3, ...; 
facendovi 

o = 2n-+-3, 6 = 2fH-2, c = 2, d = 4, e = 6, .. .., 

e moltiplicando per 2n sì ottiene 

2n 2n 2n-f-2 2w 2n-|-2 2n-H4 

2n e= -4- . 1 • • f- . , . f 

2n-h3 2n4-3 2n-f-5 2rH-3 2n4-5 2» 4- 7 
e alla medesima equazione si giunge per mézzo della formola (2) prendendo 

2n 4- 3 2» 4- 2 

X =s — , « == — . 



(*) Mém. Aead. des Sciences de Paris pour 1727, pag. 257. — Annales de Math. par Gergonne , 
T. V, pag. 149. 
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<4 é 



■d CM £ X 



1> . . . t« -P- « — 1) 



1 



1> f« -1- « — ti» — 



a^—^ 






ìH' 



^) 



e ftfi^ di 



I' 






^^^À ^^■^fl'f 



» • • 



niiMtojf 



««B-X^pif. 
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x(l -h {x-h «)log ^^^ Va? — «) 

e crescendo n in infinito avrà per limite zero. Ma il medesimo termine è la somma 
dei termini completivi di tutte le accennate serie moltiplicati per ce, «% a^, . . . . : 
dunque ciascuno di questi termini completivi dovrà aver per limile zero. 

Se a si fa positivo nella formola (2), l'ultimo termine di essa può risolversi in 
tre fattori : 



1? 



x(x 4- «) 
che è costante, 

1 . 2 ... (n — 1) 



2? 



(x -4- l)(x -H 2) . . . (x 4- Il — 1) 



che tende ad annullarsi, mentre n cresce , poiché dalla dimostrazione precedente si 

1 



trae ch'esso è minore di 



1 + X log II * 



oo (at — l)(a ■- 2) ...(«- n + i) , -., 
^- 1.2... (Il- 1) <"• *' ' 

che tende pure ad annullarsi, poiché chiamalo k un numero intero maggiore di a e 
minore di n , possiamo riguardarlo come il prodotto della funzione costante 

(1 - «)(2 ~ «) . . . (fe - «) 

1. 2.. .Jt 
per l'altra frazione 

{k — a-h l)(fc — «4-2) . . .{k — g-f-m — 1) 
(k-hìKk 4-2).. .(ik4-m— 1) 

ove si é fatto m=in -^ k^ e questa seconda frazione sarà minore di 

1 

H-«log^-^ 

e quindi decrescerà indefinitamente : adunque per x e a positivi l'equazione (2) tra- 

1 
sformerà in una serie convergente anche se sia a.> x, e la convergenza sarà 

più rapida che non suppone il Sig. Schlòmilch il quale considera il terzo fattore del- 
l'ultimo termine come inferiore all'unità, ma non come infinitesimo. 
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Ponendo x = ì, e moltiplicando pcrl+a=m, si trae dalla slessa equazione (2) 

m m{m — 1) m(m — l)(m — 2) 
= 1_ — + __^ 1.2.3' -^■•- 

che sussisterà finché a sarà compreso tra — 1 e + oo , e quindi per tulli i valori 
positivi di m. 

1 1 

4. La trasformazione delle potenze -j-^ T * * * ■ ^^ ^™ ^^ fattoriali si ottiene 

ar X 

anche facendo 

tt = -, h = ^x = ì 

X 

nella fórmola simbolica 

h' D'*u = [ log{l -f- A)]» u , 

e altra volta ho notato (*) che in questa iormùla il coefficiente di A"'u eguaglia il 

d" A 

valore di -j--^ per « = 0, se pongasi 

da 

. «(« — !)...(« — m -h 1) 



•m 



1 . 2 . . . m 



Altre formole simboliche furono indicate nello stesso luogo e dal Cauchy nei Comptes 
rendus (**) come atte a svolgere le funzioni per serie di fattoriali inversi; il Cauchy 
vi diede la formola simbolica 



X 



'e-"/[A (1 - O ] d< == /(- kà) i, 

X 



che suppone Ax == 1 , e ehe equivale alla precedente formola (1). Binel {***) am- 
pliò la formola d'Eulero riferita al num? 1, ed esaminò la convergenza delle serie 
ordinale secondo gl'integrali Euleriani 6( /> + t, q). Quanto alla convergenza, giova 
spesso a farla riconoscere speditamente il principio per cui integrando una serie che 
resta convergente fra i limili dell'integrazione si ottiene una serie pur convergente. 
Ho dato eziandio i termini completivi delle accennate formole simboliche , e le 
due equazioni (****) 

1 T' 11 

^ I F{24-Md«=- ^^^^•^- 2^ ^^^^^ -H Px Au 4- ^^AH 4- . . . -+- fy-A^t» 4- S^ , 

I/O 

' ■ ... I I I , ■■ , , »mmmm0mm^ 

{*) Annali di se. mat. e fis. 1855, pag. 87. 

(**) Ivi, pag. 72, 88; Gomptes rendus de l'Accadèmie des Sciences, tom. 39, pag. 129, 189. 914. 

(***) Journal de TEcòle Polytechnique, 27 Cahier, pag. 307; ivi pag. 140 e 271. 

(****} Annali di se. matem. e fisiche, 1855, pag. 76 e 80. 
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dove 

f' «(«— l)...(g— ro4-l)j _ „ f «(«-l)...(g— n) ,^„p,^ 

„ f{t + ha)-f(t) dF(» + ah) 

/la dz 

F'(» + oh) - F'(« - fe. + h) „,, . dF(*) 
/i(a 4-a — 1) ^ ' dz 

a indica una quantità scelta ad arbitrio , e le differenze A^R , A'^S debbono esser 
prese rispetto ad a e z nel medesimo tempo , supponendo Az = /i , e Aa => — 1 . 
Prendendo per /(z) o F(z) l'integrale 



„— jttt 



e supponendo z>> , ^=1, si otterranno traslòrmazicnii della sommatoria ^^(z) 
nell'ipotesi di 

(f(z) == j e"'" f(tt) Au , 
poiché si avrà 

^{Z -hi)- +(2) = 9(2) , 

e non si cadrà nell' ambiguità che nasce dalle funzioni periodiche arbitrarie quando 
si passa da una differenza finita al suo integrale. Ma pei casi particolari della fun- 
zione <p(z) trattati dallo Schloemilch sarà più spedilo far u^ della formoU (1). 
Sia 



n—*U 



e però <p(z) = - : essendo 



z 



jrc-r:..-^,., jr(j4^-i).-..-c 



dove C indica la costante Mascheromanat avremo 
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si-c-^-rCr^-i)--. 



la foraolt (1) èuk osa Inuformizioiie della fannooe 



in ferie dì failoriali reeiproei. U termiiie eompleliTO sarà 

-^.H-i)...W«-i,X<* - •)'*^ »■ G + C^r=:7))*^ 

ebe rappreseoleremo eoo 



Ha si ba in ferie eoovergente 

— «) J# • i 4-a i.a.3 



U>g(i 
ove 



• • > 



fc» = -— -T I «'(^ - r)(2 — r) . . . (m — r)dr, 
f icdiè i eoefBcienti h^ fono tatti positivi : quindi 

e però 

P. > K f V — «)'*•-• d« , ossia p. >T^ • 
Avremo pure 
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onde sostituendo e integrando dedurremo 

P""" rr^V^"^ ,4,n4.i"^(»-hii-h i)(» 4- n 4- 2) "^ • • 7 • 
e quindi 

ossia 

P-<r?;iJ. ^(*-^) •• <^-^)(;m ' (n-M)(n-f2) ^ (n-H)(n4-2)(n-H3) -^-r - 
dalla formola (2) si vede che la serie contenuta in questa espressione ha per somma 

1 ^1 

n + i — (n— v + l)""v' 
dunque fatto 



9.. 



»-f-tt' 



^^ «= j (1 -, v){2 — v) ... (n — »)dvr sarà p^ - 

ed è chiaro (num? 3) che la frazione 

(1 — t;)(2 — y) . . . (n — y) 
(« + !){« + 2) ...(«+ n) 

decresce indefinitamente al crescere di n, e che per conseguenza anche l'indicato ter- 
mine completivo avrà per limite zero. 
Sia poi 

e cosi <f(%) = T : facendo er* = 1 — « , avremo 

1 __ rMog(i-.) ^^ ^ p^^ ^ ^^^. .og(i-«) 

*^ Jo « Jo « 



e sostituendo 

log(l-«) 

— ce 



nella formola (1) otterremo una serie che avrà per termine completivo 



h 



«(z-M)...(z4. n — 1)' 

Tom. II. N a. 1859. 48 
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M» 



^•^X^'"^'^^^P^)^ 






« • « • 3 ' 4 



fflmftl 



«IOìmIì sMliUieiido 

1.2 . > . » 1 . 2 . . . (« — I; 

e ne risolta ebe il lermioe eompletiTO è nullo per ti infinito, 
finalmente ti debba svolgere la funzione 

logr(i) = 2logx: 
abbiamo (*) 

log r(«) =.|[Iog 27r 4- U - JW» — » -*- M2) , 

(3) { 

r» dtf /l 1 1 \ 

per maggiore generalità cambieremo nella forinola {1) s in a -e a> e porremo 

(i\ (* - «r /i 1 i \ 

•^ '"' " Iog(l - «)V2 ~ « log(l - «)/' 
indi facendo 

P.=JJl-«) »"• |og(l _ ,)^2 «-|og(l -«)/»' 

avremo per termine completivo 



x(« -f- 1) . . . (x 4- Il — 1) 



(*) Annali di k. mat. o flf. ISSS, pag. 83—64. 
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Ora 

iog(i-«)Va « Hiì-a)) «J/* ' Va / 

ove 

k^= — 1— 1 (o— v)(o - v -H 1) . . . (a — V 4- »»)( 2 — N^**'» 

e questa serie sarà convergente a causa di < « < 1 ; di più supposto a non mi- 
nore di 1 , i coefGcienti k^ saranno positivi, poiché fatto v = 1 — I , si ha 



j (a — v){a — V -H 1) . . . (a — v 4- m) (^ — v j( 



= — ì (a— ì -i- t){a -h t) . . . {a -h m -- ì -h t)(- — Md^ 
e quindi 

(m -h 1)^«= j ((a — t)(a — ^ 4- 1) ... (a — ^ -M») — (o — 1 4.«)(a-+-0 - 

(a 4- m — 1 4- t)\(^ — nd^ 



dove sarà 



->^, a— ^>a — 14*^, a — ^4- l>o 4- t , . . . 

2 



dunque avremo 



a-.(4-m>>a4^m--*l4-^: 



»"/w>Kr:^» *")=*" 



e quindi 



Si ha pure 



e sostituendo 



pi 



K 



* X 4- a 4- n 



D«/(«) = i. + *Hi«+ Jt^a' + . .. , 



*«4.t 



^" « -I- a 4- n {« 4- a 4- n)(x 4- a 4- n 4- 1) 



(« 4- a 4- n)(« 4- « 4- n 4- i)(« 4- a 4- n 4- 2) 



4" • • • > 
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fi €w Ttfnétmt I vuwKKk flob mfk cosarsi bo fuio flob ■Bdcm^ Om 



i_< ! fi + i±^V 



ama per la foraolt (2) 

Se ti fvppooe a = 0, die é il caso coosidento dallo Sdilómilrii, si afri 



saraano toUi oefatiTi, come iroTÒ il Bine! (% poiché 

- (m -4- i)iL = J^(i -OQ — ^)((2 - l)(3 - I) . . . 

(m -I) — (1 4-l)(2 4- I) ...(» — 1 4- l)W 
quindi cambiando km in — iu per m> 1 , e p. in — p. » avremo 

•^ X H- Il 
e 

k k k 

^* "*«-+- n "^(«-Hn)(«-l-«-+-l)'^(* 4- ti)(*-l-fi -f- !)(*-+- «4-2) "*" " 
onde risulterà 

p.< I v(l —»)... (n — v) I- — v|| r-f*: = — --— — 

^•^s4-nJo ^ ' ' 'V2 /\« -i- 1 (« H- i)(n 4- 2) 

( n — y4-l)(n~y 4- 2) . \ 

■^ <n 4- IMn 4- 2)(fi 4-3) "^ ' " 7'*'" 



(*) JooniAJ de rtcolc Polyt. S7 Cahier, pag. 235. 
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ossia 



ancora 



riir(|i'- -<« + *)*-) 



1^ 

I limili superiori che abbiam trovati pei resti delle ultime due serie £ — {• e 

]^ log 2, sono più approssimati di quelli dello Schlòmilch. 

È nolo che le serie esprimenti ^ log % sono dovute al Binct e furono dimostrate 

i 1 

in più modi (*) : la trasformazione di ^ - fu data da Lagrange, quella di V — r- 

1 1 

dal signor Sarrus, e il Binet svolse anche £ -^ » S T" ' * ' ' ' ^^^ formole che si 

traggono dall'equazione simbolica 

Se Della forinola (1) pooiamo 

/(«) = (IH- «)"-• , 



r^T ." :'; .'-Ti"' X" - '^- " * ■'"- ■^ 



avremo per termine completivo 
(m— l)(m — 

^{ m — ì)(m — 2) ... (m — n) 
«(» H- 1) . . . (« 4- n) 

falla astrazione dal segno, e supposto n>' m — 1 , poiché allora 

questo termine avrà dunque per limite zero (num? 3) quando m sia >> — % e 2 ^ 0; 
dunque sotto queste condizioni sarà convergente la serie seguente 



i 



o a «(« H- 1) %{z 4- i)(« -H 2) 



(*) Binet, ivi ; Cauchy , jSxercices d'Anaiyse, tom. II, e Gomptes .rendos del 1854 ; Batletins de 
TAcad. Boy. de Belgigue, tom. XX. 

(**) Mem. Accad. di Berlino pel 1772; Annales de Hatb. per Gergonne, tom. X» pag. 226; Gom- 
ptes rendusi tom. XXVII pag. 201; Amiali di se. mat. e lis. 1855, pag. 88. 
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2'"— 1 
Nel caso particolare dì 2 = 1 il primo membro divenla , e da ciò risulta 

esser convergente per m >» — 1 la serie Newtoniana che esprime 2"* , argomento 
trattato non ha guari dal signor Catalan nei Comptes rendus {*). 

5. Il signor Schlòmilch è riuscito a trasformare in serie di fattoriali reciproci non 
solo log r(z) ma T(%), Si ha 

donde posto 2=1 4- y si trae 

Qui si ricorre alla sostituzione 

(1 + y)e'^ =ì-x* 

che è un caso particolare delFallra 

(1 + y)e-r = (l - yj 

in cui è compresa anche la sostituzione di Laplace 

(1 + y)6-^ = c"^ 
corrispondente a p =^ ao : si potrà scrivere 



y-''\/ i-/+^ r-<^fiy)' 



airintervallo dai/=— 1 ady=<x>» corrisponderà Tintervallo da a? = — 1 ad 
a; = -H 1, e se ne dedurrà la serie 



1/ = — ^ a? H a? -f- — - — x^ -f- 

^ 1^1. 2^ 1.2.3 



. . > 



che per un noto teorema di Gauchy sarà convergente finche il modulo di x non ec- 
ceda il più piccolo di quelli per cui V equazione y = x f{y) , e la sua derivata 
1 = « fiy) acquistano una radice comune ; si troverà che queste non hanno radici 
comuni se non sia e~^ == , e quindi y == 00 , cosicché per tutti i valori di x 
compresi tra — 1 e -f- 1 la serie resterà convergente. Avrem dunque 



(') Comptes rendus, tom. XLV, pag. 6Si; Cours d'AnalTse par M. Starm, tom. II, pag. SS6. 
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e a motivo di 



X 2r(;. + m + f) 



_ v'ir 1.3.5... (2m — 1) pr(p) 

~T 2-(p + i){p + 1) . . .(p+ t»+ i)'r(p-4- é)' 

fatto p + ^'=q, e supposto perciò 9 !>■ § > ne conchiuderemo la domaadala serie 



^<»'-'H^ri°^^ia^^ . .--..-... - ■ ■ 



r„)_.^..(lrLÌ)«:L 



fls^ 

4^(g-Hl) ' 4.8g(g + l)(g-h2) 

Ponendo 

avremo la funzione &>(g) espressa in serie convergente, e qaesla serie si ridurrà per 

g ;= 00 al primo suo termine -j^ = 1 » onde log &>(g) sarà =0 per g = ao . Sarà 
ad un tempo 

log r{q) = I log 271 4- (g 4- §) log (g - |) — g h- I - logg -f- log «(g) , 
e confrontando con la (3) se ne trarrà 

log a>(g) = ^^) - I -(g H- I) logfl — ij ; 

cambiando q in g+ 1^ e sottraendo avremo pure 

log ^g) = log«(g 4-1) 4- (g + l) log H+-4rr)+ '^« |^ ~*' 
ponendo in questa successivamente 

q = p $ p4-l, pH-2, p-f-3,. .. 
e sommando otierremo 

log«(p) =|; [(P + m + 1) log(l + p-^:^,) + >«82^^ - l] • 
formola simile a quella di Gudermann. 
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Le medesime soslituzionì 

servono ti signor Schloemilch per trasformare l'integrale 

F(ii) « tt pe^'"* ur* d«, 

che esprime la serie 



II 

fatto - = v, ne neava 
e 



F(ii) = ^^J^^^ (1 - «*)(«« -^-rk**"^ rfin** -*- •)^ ' 

i cui diversi termini si riducono facilmente all'integrale Krampiano I ìT^ di» se v è 
positivo. Nel caso di ti negativo, cambiando u in — u si ha 

F(— tt) == — u r e-** "'e-* é% , 
e facendo e"' = 1 — x si ottiene 

F(- tt) = - tt fV - «)•(! - aj)-* dx 



si svolgerà (1 — x)"^ mediante la formola del binomio, e sostituendo ad ogni in- 
tegrale 



X'' 



(1 — «)"ar-» óx 

il suo valore, si avrà F( — tt) espressa da una serie i termini della quale avranno 
per denominatori i fattoriali 

(tt + l)(tt 4- 2) . . . (tt -h m). 

Queste trasformazioni gioveranno quando il valor numerico di « sia molto grande. 

A. Gbnoccbi. 



PURA ED APPLIGATA. 



885 



PDIILIGAZIOHI IIGISTI 



MoNTPBMUEi — Enciclopedia Mathematica voi. 3 in 8? Paris, 

Landit — Septième Mémoire sur la théorìe dea nombres. 

The Quarterly Journal of pure and applied Mathematica N? 11. Ltmdan. 

Atti deir Accademia Pontificia de'Nnovi Lincei. Anno XIU. Sessione I. del 4. De- 

cembre 1859. Sessione II. del 8. Gennajo 1860. 2. fascicoli in 
4? Amia. Tipografia delle Belle Arti. 

Gréllb — Journal dea Mathematik. Berlin, voi. 57. N? 3. (In questo N? si 

trova fra la altre un'importante Memoria del Sig. Kummerf scritta 
in lingua Tedesca» e che porta il titolo di Tema generale dei 
sistemi di raggi rettiUnei). 

LioovuLB — Journal de Mathématiques. Paris. Deeembre 1859. In questo fasci- 
colo si trova 1! un'interressànte Memoria di DmcU^ sulla legge 
di reciprocanza nella teorica dei residui quadratici; 2? Sulla per- 
cussione dei corpi di Poinsot Capitolo terzo : 3? I discorsi dei 
Sigg. Bertrand e Mathieu pronunciati nei funerali dell'illustre geo- 
metra francese. 

Tbiquem — Nouvelles Annales des Mathématiques. Janvier et Février 1860. 

Annales de l'Observatoire de Paris voi. Y. in 4®, 1859. 

Gaihot — Refléxions sur la Métaphysique du Galcul infinitésimal 4*. Edit. Pa- 
ris 1860. 



ToB. n. if! a. issa. 



49 



386 AaNAU DI MATEMATICA 

EBBATA-CORBIGE 
Tom/. 

Pag. 40 Un. 8, 9, 11 : in hio^ dì T si U§§a 4^. 

j» 61 formola (10) 3(C — 16BDO+ n Uffa {iO— 16BDC* + 

j» 312 Un. 2 — 6pq si le^fa — 6pqr 

j» 384 lin. 1 Si tolga U parab mnai. 

» 385 lin. 18 diflierfiiarionf U§§i differrtinanoni 



» iri ìm.tltiUgga I (^ iW sen ^ = ir.-T-^ 

Jo \e'+2 C08fl+C"* / c*»- 



e"^ 1 



» 386 lin. 20 è accennaU Ugfi e dopo ater 

» 388 Un. 6 proferisce proferirà 

» iri Un. 21 renate Teniero 

» 389 Un. 23 nel prime ad prioM Bcnbro 

M 390 lin. 23 solo floido Telo fluido 

ji iri Un. 31 a qo^a a qoeUe 

» 391 Un. 2 non rappresenta — — boi 

n 392 lin. 7 dipendere discendere 

» 395 Un. 20 — J-^ -j^ 



PURA ED àPmCATA. 387 

INDICE GENERALE 

DI TUTTI GLI ARTICOLI. 



>—* 



II determinante di Sylvester, ed il ri^allante di Eulero. Nota del Prof. Otto Heu9 .... pag. 5 
Composizione di ona funzione biquadratica ed a quattro indeterminate. Nota del Prof. B, Tertolini. » 9 

Sulle linee del terzo ordine e doppia curratura. Teoremi del Prof. iMigi Cr§mona » 19 

Sui punti focali nelle superficie del secondo grado. Nota del D'. Tommato dd B§eearo ...» 30 
Mémoire sur la figure de la terre considerée comme peu differente d*une Sphère. Par ^M*'. Ouitm 

Bonnet: » 46, 113, 180 

Sur l'abaissement de Téquation modulaire du huitième degré (Da una lettera del Sig. HtrmUt al Prof. 

Briosehi) j» 59 

Intorno alle superficie della seconda classe inscritte in una stessa superficie sviluppabile della quarta 

classe. Nota del Prof. Luigi Cremona » 65 

La Teorica dei covarianti, e degli invarianti delle forme binarie , e sue principali applicazioni. Mo- 
nografia del Prof. Franeeseo Briosehi » 82, 265 

Généralisation de la théorie de l'involution : applications geométriques Par E. De Jonquières . » 86 

Sur la courbure d'une sèrie de surfaces, et delignes par T. À. Hint » 95, 148 

Extraìt d'une lettre de M'. Kroneeker a ìi'. Briosehi » 131 

Sulla partizione dei numeri, e sul numero degli Invarianti. Nota del Prof. Giusto BeUaoitis . » 137 
Sur la surface qui est l'enveloppe des plans conduits par les points d'un ellipsoldc perpendiculaire- 

ment aux rayons menés par le centre. Par Bf. A. Cayley » 168 

Nouvelle Métbode pour la détermination du reste de la formule de Taylor. Par le D.r ÀrUoine Wineler, 185 

Sulle figure inverse. Nota del Prof. Barnaba Tortolini » 189 

G. Lejeune Dirichlet. Articolo del Prof. B. Tortolini » 196 

Intorno alle Coniche inscritte in una stessa superficie sviluppabile del quarto ordine (e terza classe). 

Nota del Prof. Luigi Cremona » 201 

Note de Geometrie infinitesimale. Par À. Mannheim » 208 

Sur quelques formules pour la différentiation. Par M. A. Cayley » 214 

Dimostrazione dell'irredutibilità dell'equazione formata con le radici primitive dell' unità. Nota del 

Sig. F. A. Lebesgue . . , .~ » 232 

Sur les différences de 1 '', et sur le calcul des nombres de Bemoulli. Par E. Catakm .... » 239 
Ricerche analitiche sopra le attrazioni esercitate da una linea piana verso nn punto materiale collo- 
cate nel suo piano, ed in particolare sull'attrazione del quadrante di un' ellisse verso il centro. 

Nota del Prof. B. Tortolini » 244 

Intorno ad una equazione trinomia. Nòta del Prof. A. Genoeehi » 253 

Applicazione di una .formola d'integrale definito multiplo all'integrazione di una classe di equazioni 

a derivate parziali e a coefilcienti costanti del Prof. B. Tortolini » 260 

Sur les ligues de courbure de là surface des ondes par M.** Ed, Combeseure » 278 

Osservazioni sulla precedente Memoria del Prof. F. Briosehi » 285 

Fondamenti di una teoria generale delle funzioni di una variabile complessa di B. ittmann (Tradu- 
zione dal Tedesco di una dissertazione inaugurale pubblicata a Gottingen nel 1851). . » 288, 337 
Sopra alcune proprietà della propagazione della corrente elettrica nei fili telegrafici dedotte dalla Teo- 
ria di Ohm. NoU del Sig. Filippo Keller j» 305, 357 

Sopra alcune linee, e superficie derivate. Memoria del Prof. B, Tortolini • 316 

Extrait d'une lettre de M'. Michael Roberts à M.' Tortolini sur la théorie des équations algébriques. » 330 
Note sur l'équation de différences pour une équation donnée de degré quelconque par M^. A. Cayley,» 365 



388 ANNÀU DI MATEMATICA 

RIVISTA BIBLIOGRAFICA 

Dei Grìlerì per cUstiogaere i mattimi dai minimi Talori di ma fonaione. Articolo dd Prof. Franee- 

$eo Brùuchi » 61 

Intorno ad nna forroola d'interpolaxione. Articolo del Prof. F. Btiotchi » 13S 

Solle linee di conratora della taperflcie delie onde. Articolo del Prof. F. Brùueki » 135 

Théorìe Generale de l'élimination. Par le Chav. Franfoit Faà Di Bruno, Articolo di F. ^. . » i97 
Sopra ona nuora etprettione pel ritoltante di doe eqoaiioni algebricbe. Articolo del Prof. F. Brioiehi. » MS 
Solla rìdaiione delle eqoaiioni itoperìmetrìche alla forma canonica. Articolo del Prof. F, Brio§ehi, » 333 

Différential éqoationt by 6§org§ Bool§. Articolo del Prof. BarnaJba TorioiM Ji 336 

Soggetto per premio propotto dall'Accademia delle Scienxe di Parigi » 136 

Serie ordinate per fattoriali invecti. Articolo del Prof. À. GtnoedU ji 367 

PubUicanoni recenti » fiS» 136, SOO, S64, 385 

Errata Corrige » 386 

TaTola di figo» per la Nota del Sig. Mannheim, 
ProipeetuM per an*Opera del Sig. Poggendorff, 



ncpROCATim 

Fr. Tk. M. Luco <M. Fnad. t. F. A. Ibf. tee. 

nCFlIMATim 
Fr. A. Li|i-BttHÌ KUi. Cobt. Aidiiap. Icoa. Ticasg. 



( 



To avoid fine, this hook should be returned on 
or before the date last stamped below 



^ 


1 ' ^ 

■ 

i 




f 


Stanford University LiUraiy ^ 

Stanford, California ^^M 

In order that others may use this hook, 
please return it as soon as possìble, but 
not laler ihao the date due. 



